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Aufgabe 1

Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!
ZXx1ClLXT X J Ja X Nein
LX1LX1 L XL 0] Ja X Nein
{(,y) EZXZ|2*+y* =0} C{(x,y) EZXZ | x+y=0} X Ja O Nein
{(r,y) €ZxZ|z+y=0}C{(z,y) €EZXZ |z -y=0} 0 Ja X Nein
{z € Z | z ist durch 6 teilbar} C {x € Z | = ist gerade} X Ja O Nein
{r € Z | x ist gerade} C {x € Z | = ist durch 3 teilbar} O Ja X Nein
Die Menge Pot({1,{2,3},3}) hat 16 Elemente. O Ja X Nein
Die Menge Pot({1,{2,3},3}) hat 8 Elemente. X Ja O Nein
Die Menge {(z,y) € {1,2,3} x {2,3} | - y ist gerade} hat genau 3 | O Ja X Nein
Elemente.

Die Menge {(z,y) € {1,2,3} x {2,3} | x - y ist ungerade} hat genau 2 | X Ja [J Nein
Elemente.

Aufgabe 2

Es seien A, B und C' beliebige Mengen. Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt
oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

(ANB)NC=AN(BNO) X Ja O Nein
(ANB)UC =(ANC)uU (BNC) 0 Ja X Nein
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQC) X Ja O Nein
(ANB)UC =AN(BUCQC) O Ja X Nein
(AUB)NC =AU (BNO) 00 Ja X Nein
(AUB)UC =AU (BUO) X Ja O Nein
A\ (BNC) = (A\B)U(A\O). X Ja O Nein
A\ (BUC) = (A\B)U(A\O). 0 Ja X Nein
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Ist AC B,dannist CNACCnNB. X Ja O Nein
Ist AC B,dannist CUA C CU B. X Ja O Nein
Wenn AN B C C gilt, dann gilt sowohl A C C' als auch B C C. [0 Ja X Nein
Wenn AU B C C gilt, dann gilt sowohl A C C' als auch B C C. X Ja [J Nein

Aulgabe 3

Geben Sie jeweils die Anzahl der Abbildungen mit den beschriebenen Eigenschaften an.
Anzahl der bijektiven Abbildungen von {1,2,3} nach {1, 2, 3}. 6
Anzahl der bijektiven Abbildungen von {3,2,1} nach {6,5,4}. 6
Anzahl der injektiven Abbildungen von () nach {1,2,3}. 1
Anzahl der injektiven Abbildungen von {1,{2,3},3} nach |6
{~1,-2,-3}.

Anzahl der injektiven Abbildungen von {(#} nach {1,2,3}. 3
Anzahl der injektiven Abbildungen von {1,2,3} nach {4,5}. 0
Anzahl der surjektiven Abbildungen von {—3,—2,—1} nach |6
{1,{2,3},3}.

Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,2,3} nach 0. 0
Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,2,3} nach {0}. 1
Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,2} nach {3,4,5}. 0

Aufgabe 4

Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!
F:{{x,y}|x,y €Z,x#y} — Z {x,y} — x* — y ist eine surjektive | O Ja X Nein
Abbildung.

F:{{x,y} |2,y €Z,x #y} — Z,{x,y} — 2* + y ist eine surjektive | O Ja X Nein
Abbildung.

f-QxQ — QxQ,(r,y) — (2% +y* 2 —y) ist eine injektive | O Ja X Nein
Abbildung.

f:QxQ—QxQ,(x,y) — (2% x —y) ist eine injektive Abbildung. | O Ja X Nein
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f:Q— QxQ,z+— (z,r+1) ist eine surjektive Abbildung. [J Ja X Nein
f:Q—QxQ,z— (r,r—1) ist eine surjektive Abbildung. 0 Ja X Nein
[:Z X7 — 7, (x,y) — x>+ 2y ist eine surjektive Abbildung. X Ja O Nein
[:7x7 — 7, (x,y) — x* + 2y* ist eine surjektive Abbildung. 0 Ja X Nein
f:7Z — 7 xZ,x+— (x,2%) ist eine surjektive Abbildung. [0 Ja X Nein
f:7Z — 7 x 7,z — (22 27%) ist eine surjektive Abbildung. J Ja X Nein
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Aufgabe 1

Es seien f: A — B und g : B — C beliebige Abbildungen zwischen den Mengen A, B und
C'. Sind die folgenden Aussagen fiir alle solchen Abbildungen richtig?

Ist A=C und go f =idy, so ist f bijektiv. [ Ja X Nein
Ist A=C und go f =idy, so ist f injektiv. X Ja [ Nein
Ist A=C und go f =idy, so ist f surjektiv. [0 Ja X Nein
Ist A= C und go f =idy, so ist g bijektiv. (] Ja X Nein
Ist A= C und go f =idy, so ist g injektiv. [J Ja X Nein
Ist A= C und go f =1idy4, so ist g surjektiv. X Ja [J Nein
Ist g o f injektiv, so ist f injektiv. X Ja [J Nein
Ist g o f injektiv, so ist ¢ injektiv. L1 Ja X Nein
Ist g o f surjektiv, so ist f surjektiv. L Ja X Nein
Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv. X Ja U Nein
Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv. X Ja U Nein
Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv. X Ja [ Nein

Aufgabe 2

Gelten die folgenden Aussagen fiir alle Abbildungen f:7Z — Q und g : Q — {1,2,3}7

f(z)="7. O Ja X Nein
g ist nicht injektiv. X Ja OJ Nein
g ist nicht injektiv. X Ja U Nein
g ist surjektiv. L] Ja X Nein
9(Q) ={1,2,3}. 0 Ja X Nein
9(Q) # 0. X Ja [ Nein
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9({1,2,3}) ={1,2,3}. 0 Ja X Nein
)

f(Q) =% X Ja O Nein
fQ+2 0 Ja X Nein
)

f(2) =17 0 Ja X Nein
F(Z) 47 0 Ja & Nein
9({1,2,3)) = Q. X Ja O Nein
9({1,2,3)) £ Q. 0 Ja X Nein
Besitzt jede Faser von f genau ein Element, so ist f bijektiv. X Ja [J Nein
Besitzt jede Faser von f mindestens ein Element, so ist f bijektiv. (] Ja X Nein
Ist keine Faser von g leer, so ist g injektiv. [J Ja X Nein
Ist keine Faser von g leer, so ist g surjektiv. X Ja OJ Nein
Aufgabe 3

Welcher der folgenden Mengen sind Aquivalenzrelationen auf Z7

{(a,0) €Zx7Z|a+b=0} CZ X7 O Ja X Nein
{(a,0) €ZxZ|a+b=1} CZ X7 0 Ja X Nein
{(a,0) €ZxZ|a,b >0} CZXZ 0 Ja X Nein
{(a,0) €ZxZ|a*> -V =0 CZLXZ X Ja O Nein
{(a,b) € Z X Z | 17 teilt a — b} CZ X Z X Ja [J Nein
{(a,b) e Z X Z |2 teilt a+b} CZXZ X Ja [J Nein
{(a,b) e Z xZ |3 teilt a+b} CZ X Z O Ja X Nein
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(D) EZXZ|Tteilt at bl CZ x Z 0 Ja K Nein
D) €ZXZ|Tteilta—_b) CZXZ X Ja O Nein
{(a,b) € Z x Z | a + b ist nicht durch 7 teilbar} C Z x Z O Ja X Nein
{(a,b) € Z x Z | a + b ist ungerade} C Z x 7Z O Ja X Nein

Aufgabe 4

Es sei K ein beliebiger Korper. Kreuzen Sie bei den folgenden Fragen “Ja” nur an, wenn die
Aussage fiir jeden Korper K gilt. Wenn es auch nur einen Korper gibt, fiir den die Aussage

nicht gilt, miissen Sie “Nein” ankreuzen.

Die Abbildung K — K,z — x + z ist bijektiv. [J Ja X Nein
Die Abbildung K — K,z — x + = + x ist bijektiv. [J Ja X Nein
Die Gleichung x - a + x = —1 hat fiir jedes a eine Losung. L Ja X Nein
Die Gleichung x - a + z = 0 hat fiir jedes a eine Ldsung. X Ja [ Nein
Fiir jedes a € K ist die Abbildung K — K, x — a + x bijektiv. X Ja [J Nein
Fiir jedes a € K ist die Abbildung K — K, x — ax bijektiv. [J Ja X Nein
Fiir jedes a € K mit a # 0 ist die Abbildung K — K, x — ax bijektiv. | X Ja [J Nein
Ist a € K und a® = 1, so folgt a = 1 oder a = —1. X Ja [0 Nein
Ist a™' =@, soist a = 1. O Ja X Nein
Sind a,b € K mit a® — ab — ba + b* = 0, so ist a = b. X Ja O Nein
Sind a,b € K und (a — b)? =0, so ist a = b. X Ja O Nein
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Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Dabei sei R stets ein kommutativer Ring mit

so ist R ein Korper.

Eins.

R ist genau dann ein Korper, wenn es keine a,b € R\ {0} gibt mit | O Ja X Nein
a-b=0.

Ly, ist fiir m > 2 genau dann ein Korper, wenn es keine a,b € Z,, \ {0} | X Ja [0 Nein
gibt mit a - b = 0.

Die Abbildung Zs — Zs, x — a° ist surjektiv. X Ja [J Nein
Die Abbildung Z; — Zy, x — a3 ist surjektiv. [J Ja X Nein
Ist K ein Kérper und K — K, x — 2 injektiv, soist 1 +1 =0in K. | X Ja O Nein
Ist K ein Korper und K — K, x — 2 injektiv, soist 1+1+1=01in | O Ja X Nein
K.

Ist fiir @ € R die Abbildung R — R, x +— ax injektiv, so ist a inver- | [0 Ja X Nein
tierbar.

Ist fir a € R die Abbildung R — R, xz +— ax surjektiv, so ist a | X Ja OO Nein
invertierbar.

Ist fiir jedes a € R\ {0} die Abbildung R — R, z — a(xz+1) surjektiv, | X Ja (J Nein
so ist R ein Korper.

Ist fiir jedes a € R\ {0} die Abbildung R — R, x — ax + 1 surjektiv, | X Ja (I Nein

Aufgabe 2

Wir rechnen in 7Z,, und schreiben @ := R,,(a) = a + mZ fiir a € Z. Beantworten Sie die
folgenden Fragen, indem Sie das richtige Ergebnis ankreuzen bzw. eingeben.

Es sei m = 101; dann ist 2 gleich (a) 24 (b) 2 (¢) 1 0O (a) O (b)
X (c)

Es sei m = 101; dann ist 2 gleich (a) 48 (b) 2 ()1 0 (a) X (b)
0 (c)

Es sei m = 17; dann ist 5 gleich (a) 5 (b) 7 (c) 12 0 (a) X (b)
0 (c)

Es sei m = 17; dann ist 7 - 4 + 3 gleich (a) 14 (b) 12 (c) 3 X (a) O (b)
0 (c)

Es sei m = 17; dann ist 7 - 4 + 3 gleich (a) 13 (b) 14 (c) 2 0 (a) X (b)
0 (c)
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Es sei m = 17; dann ist 7 gleich (a) 5 (b) 7 (c) 11 X (a) O (b)
0 (c)

Was ist die letzte Dezimalziffer von 31008107 9

Was ist die letzte Dezimalziffer von 31294997 3

Wieviele invertierbare Elemente gibt es in Zg? 2

Wieviele invertierbare Elemente gibt es in Zg? 4

Aufgabe 3

C sei der Korper aus Blatt 2 Aufgabe 6. Fiir einige Teilaufgaben betten wir ein: R = {(z,y) €
C | y = 0}. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Die Gleichung x? = a hat fiir jedes 0 # a € C genau 2 Losungen in C. | X Ja O Nein

Die Gleichung 2% = @ hat fiir jedes a € C genau 2 Losungen in C. [J Ja X Nein

Es gibt einen Korper, in dem die Gleichung 22 = —1 genau 2 Losungen | X Ja O Nein
hat.

Es gibt einen Kérper, in dem die Gleichung 22 = —1 keine Losung hat. | X Ja O Nein

Istace C\R,soista+a' €R. O Ja X Nein

Ista€ C\R,soista™! € C\R. X Ja O Nein

Ist in einem Ring mit 1 ein Element a invertierbar, dann ist auch a® | X Ja O Nein
invertierbar.

Ist in einem Ring mit 1 ein Element a invertierbar, dann ist auch a? | X Ja O Nein
invertierbar.

Sind a,b € C\R,soist a+be C\R. (0 Ja X Nein

Sind a,b € C\R,soist a-be C\R. O Ja X Nein

 Aufgabe 4
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Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit a;; € Q:

auch eine von 0 verschiedene Losung, die nicht ganzzahlig ist.

a1 1 + a2 To +...+ a1 Ty, = 0

a921 r1 + aog To +...+ QAon, Ty = 0

Ami T1 + Qma To +...+ Qpn x*, = 0
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist und ¢ € @Q, dann ist auch | X Ja O Nein
(cby,...,cbhy,) eine Losung.
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist (by +1,...,b, + 1) keine Losung. | O Ja X Nein
Wenn (by, ..., b,) eine Losung ist, ist (by +1,...,b, +n) keine Losung. | (J Ja X Nein
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist (b —1,...,b, — 1) keine Losung. | (J Ja X Nein
Wenn (b, ..., b,) eine Losung ist, ist (by —1,...,b, —n) keine Losung. | (J Ja X Nein
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist auch (by + 1,...,b, + 1) eine | (J Ja X Nein
Losung.
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist auch (b + 1,...,b, + n) eine | (J Ja X Nein
Losung.
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist auch (by — 1,...,b, — 1) eine | O Ja X Nein
Losung.
Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist auch (by — 1,...,b, — n) eine | O Ja X Nein
Lésung.
Wenn (by,...,b,) und (ci,...,c¢,) Losungen sind, ist auch (by + | X Ja O Nein
C1y ..., by + ¢,) eine Losung.
Wenn (by,...,b,) und (cy,...,c,) Losungen sind, ist auch (b; — | X Ja O Nein
C1y ..., by — ¢,) eine Losung.
Wenn (by,...,b,) und (ci,...,¢,) Losungen sind, ist auch (by — | X Ja O Nein
C1y ..., by — ¢,) eine Losung.
Wenn m > n ist, hat das System keine Losung. [J Ja X Nein
Wenn m = n ist, hat das System genau eine Ldsung. [J Ja X Nein
Wenn m = n — 1 ist, hat das System genau eine Ldsung. [J Ja X Nein
Wenn es eine von der Nulllosung 0 verschiedene Lésung gibt, gibt es | X Ja [0 Nein
auch eine von 0 verschiedene ganzzahlige Losung.
Wenn es eine von der Nulllésung 0 verschiedene Lésung gibt, gibt es | X Ja [0 Nein
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Aufgabe 1

Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Korper Fy = Zy = {0,1}
mit 2 Elementen:

T + 3 + x5 + ¢ = 0
To + axs + x4 + x5 =1
1 + x4 + x5 + 6 = 1 (%)
Tro —+ Z3 + T5 =0
ry + X9 + T3 + X4 + x5 = 1
Hier ist a eine Zahl aus Fy = Z,, die jeweils unten angegeben ist.
(1,1,0,0,1,0) ist fiir a = 1 eine Losung. [0 Ja X Nein
(1,1,1,1,1,1) ist fiir a = 0 eine Losung. [0 Ja X Nein
Das Gleichungssystem ist homogen. [J Ja X Nein
Das Gleichungssystem ist inhomogen. X Ja [J Nein

Fiir a = 0 erfiillt jede Losung die Gleichung x1+xo+23+24+254+2¢ = 1. | 0 Ja X Nein

Fiir a = 0 gibt es keine Losung (z1,. .., %) mit x1 = x5 = x4 = 0. O Ja X Nein
Fiir a = 1 erfiillt jede Losung die Gleichung x1 4+ x3 + x4 + x4 = 1. O Ja X Nein
Fiir a = 1 gibt es keine Losung (1, ..., %) mit x1 = x5 = x6 = 0. O Ja X Nein
Wieviele Losungen hat das Gleichungssystem fiir a = 07 8
Wieviele Losungen hat das Gleichungssystem fiir a = 17 4

Aufgabe 2

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume in den jeweils angegebenen R-
Vektorraumen?

U:={(a;y) € R¥*>* | ay +ap =1} TR 0 Ja X Nein
U :={(a;y) € R | ay +aa =0} CR> X Ja OO Nein
U :={(a;) € R¥3 | ay - ag =0} CRY [0 Ja X Nein
U :={(a;) € R™® | aj; + a3, = 0} CRY X Ja [J Nein

Seite 1



LA I WS 2003/04 - Ubungsblatt 4
Autoren: Prof. Dr. H. Pahlings, Dr. F. Liibeck, M. Neunhoffer

U:={A e R"™" | A ist invertierbar} C R"*" O Ja X Nein
U:={AeRY™"| A= A*} CR™" O Ja X Nein
U::{fERR|a:§y:>f(:L')§f(y)}QRR (0 Ja X Nein
U:={feR"| esgibt ce R mit f(z) <cfiirallex € R} CR"® 00 Ja X Nein
U ={feRF| f(z) <cfirallez e R} CR*mitce R 0 Ja X Nein
Aufgabe 3

Mit E, sei jeweils die n-reihige Einheitsmatrix bezeichnet und mit 0,, die n-reihige Nullma-
trix. Sind die folgenden Aussagen iiber Matrizen richtig?

0 0 0

Ist A= | -1 0 1 | € R3S, so gibt es ein n € N mit A" = E3 | O Ja X Nein
0 -1 1

und n > 1. )
0 01

Ist A= | -1 0 1| € R*3, so gibt es ein n € N mit A" = F3 | X Ja O Nein
0 -1 1

und n > 1. )

Ist A € R0 mit A5 = Fop und A = Ejq9, dann ist auch A% = | X Ja O Nein
FE1go-

Ist A € R0 mit A5 = Foo und A™ = FE,, dann ist auch A2 = | X Ja O Nein
Ergo.

Ist A € R?*? mit A? = 0y, so ist A = 0s. O Ja X Nein

Ist A€ R?*? mit A2 = E», so ist A = +E,. O Ja X Nein

Ist Ac R™"und Be€ R"™ und gilt A-B-A= A,soist A-B=F,,. | 0 JaX Nein

Ist Ac R™" und Be€ R"™™ und gilt A-B-A=A,soist B-A=FE,. | O Ja X Nein

Ist A R™" und B€ R und gilt B-A=FE,,soist A- B=F,,. | 0 Ja X Nein

Ist A R™"” und B€ R und gilt A-B=F,,,soist B-A=EF,. | 0 Ja X Nein

' Aulgabe 4
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4 —13
Betrachten Sie die folgenden Matrizen mit reellen Koeffizienten. A := { 1 —19 J, B =
5 6

[ Moom } C = jt1 —32 —23 D = [ P } Entscheiden Sie fiir jeden der folgen-
A L I R B B A J 8
den Ausdriicke, ob er sinnvoll ist und eine Matrix X = [x;;] definiert. Falls nein, kreuzen Sie
Qan (fiir Quatsch) und sonst kreuzen sie den Eintrag xq; an.

X = 4AB — 183C OQKoO1
X = 7TBA — 193D? OQRo0O1
X = ABA — 1704 0Q 0180 K 62
X = ADB — 4C” OQX 790 18
X = CAC X QO -97

[ 188
X=CADT A OQ KX 180 O 62
X=C’A-D X Q O 326

[ 388
X = DBA — D3 0QO 79 X 18
X = DBD X QO -97

[ 188
X=DB-C X Q O 326

0 388
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Aufgabe 1

1 4
Esseienv= | 2 | ,w= | 5 | € Q**!. Beantworten Sie die folgenden Fragen durch Angabe
3 6
einer ganzen Zahl.
S 1 4
Fur welches s € Qist (| 1 [, | 2 |, | 5 |) keine Basis von Q3*1? | 2
L = - 3 = L 6 =
S 1 4
Fur welches s € Qist (| =1 |, | 2 |, | 5 |) keine Basis von Q**1? | 1
3] [ 3] [ 6
)
Fur welches s € Q ist | 7 | eine Linearkombination von (v,w)? 9
s
6
Fur welches s € Qist | s | € (v,w)? 9
L 12 =
-3
Fur welches s € Q ist | —3 | ein Linearkombination von (v, w)? -3
s
0
Fur welches s € Q ist s € (v,w)? -6
L _12 .
0
Fur welches s € Q liegt | —3 | im Erzeugnis von {v, w}? -6
s
0
Fur welches s € Q liegt | 3 | im Erzeugnis von {v, w}? 6
s
1 4 —4
Ists-| 2| +t-| 5| =] —2| mit s,t €Q, was ist dann s — t7 6
| 3 | 6 | 0]
1 4 -3
Ists-| 2| +t-|5]=1]|0 mit s,t € Q, was ist dann s — ¢7 7
ER 6] | 3
Aulgabe 2

Es sei V := RY3 = {[a,b,c| | a,b,c € R} der R-Vektorraum aller 1 x 3-Matrizen iiber R,
und es seien in V' die Vektoren v; = [2,1,3], vo = [1,0,2], v3 = [3,2,4] und vy = [1,2, 3]
gegeben. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Das Erzeugnis (vy, vq, v3) ist ganz V. O Ja X Nein
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Das Erzeugnis (v, vy, v1) ist ganz V. X Ja [0 Nein
Das Erzeugnis (vs, vy, v9) ist ganz V. X Ja [0 Nein
Das Erzeugnis (v4, vo,v4) ist ganz V. [0 Ja X Nein
Der Vektor [1,0,1] aus V liegt im Erzeugnis (vy, va, vs). O Ja X Nein
Der Vektor [1,1,0] aus V liegt im Erzeugnis (vy, va, v3). 0 Ja X Nein
Der Vektor [1,1,1] aus V liegt im Erzeugnis (vy, va, v3). X Ja OO Nein
Die Erzeugnisse (v, vs) und (v, v3) sind gleich. X Ja O Nein
Die Erzeugnisse (v, vs) und (v, v4) sind gleich. O Ja X Nein
Die Erzeugnisse (v, vs) und (vs, v4) sind gleich. O Ja X Nein
Die Erzeugnisse (v, v3) und (v, vy) sind gleich. O Ja X Nein
Die Erzeugnisse (v, v3) und (vs, v3) sind gleich. X Ja O Nein
Fur alle 4,5 € {1,2,3,4} gilt (v;,v;) ={a-v; +b-v; | a,be Z}. O Ja X Nein
Fur alle 4,5 € {1,2,3,4} gilt (v;,v;) ={a-v;+a-v; | a € R}. O Ja X Nein
Fur alle 4,5 € {1,2,3,4} gilt (v;,v;) ={a-v;+b-v;|a,be Q}. O Ja X Nein
Fur alle ¢,j € {1,2,3,4} gilt (v;,v;) ={a-v; +b-v; | a,beR}. X Ja O Nein
Fur alle ¢, j € {1,2, 3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;, v;, v;) ist ein Teilraum | X Ja O Nein
von (v;, vj).

Fur alle i, j, k € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;, v) ist ein Teilraum | X Ja [J Nein
von (v;, v, Uk).

Fur alle 4,5,k € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;, v, vy) ist ein Teil- | J Ja X Nein
raum von (v;, v;).

Fur alle 4,5,k € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;, v, vy) ist ein Teil- | X Ja O Nein

raum von (v;, v;, Uk).

Aulgabe 3

Sind die folgenden Teilmengen (bzw. Folgen) der angegebenen R-Vektorrdume linear unab-

héngig?
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((2,0,0),(1,3,3),(3,5,3)) in R3. X Ja OO0 Nein
((2,0,0),(1,3,3),(3,5,5)) in R®. 0 Ja K Nein
((2,0,2),(1,3,4),(3,5,—2)) in R?. X Ja O Nein
((2a072)7 (173a4)a (37578)) in Rg- ] Ja X Nein
{(1,1),(1,-1)} C R~ X Ja O Nein
{(2,1),(1,2)} C R~ X Ja O Nein
{f1, f2, f3} € RR, wobei fi(x) =2"ist (i =1,2,3). X Ja O Nein
{f1, f2, f3} € R®, wobei fi(x) =2'+1iist (i =1,2,3). X Ja O Nein
01 10 11 10
C 2x2 :
{_1 o]'lo1|[oo]]1 O_}—R . X Ja U Nein
T 1] J0 1] 00T 1O o .
{_0 0_7_0 1_7_1 1_7_1 O_}QR . [J Ja X Nein
{e} U{e; | i € N} C RY, wobei e(j) = 1 fiir alle 5 € N und ¢;(j) = | X Ja O Nein
1 fiir j =3
0 sonst

Aufgabe 4

Sei V' ein K-Vektorraum und X CY C V. Dann gilt:

Es ist (X) C (Y). X Ja [ Nein
Ist X #Y,s0ist (X) # (Y). O Ja X Nein
Ist X Basismenge von V', so auch Y. [J Ja X Nein
Ist X ein Teilraum, so ist (X) = X. X Ja [ Nein
Ist X Erzeugendensystem von V', so auch Y. X Ja [J Nein
Ist X linear abhéngig, dann ist auch Y linear abhéngig. X Ja [J Nein
Ist X linear unabhéngig, dann ist auch Y linear unabhéngig. [J Ja X Nein
Ist Y ein Teilraum, so ist (X) C Y. X Ja O Nein
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Ist Y linear abhéngig, so ist auch X linear abhingig.

O Ja X Nein

Ist Y linear unabhingig, so ist auch X linear unabhéngig.

X Ja [0 Nein
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Aufgabe 1

Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und U und W Teilrdume von V mit V =

U + W. Weiter seien X = {uy,...,u,} C U eine m-elementige und Y = {wy,...,w,} CW
eine n-elementige Teilmenge.

Ist (u1,. .., Up,ws,...,w,) Basisfolge von V', so ist X Basis von U und | OJ Ja X Nein
Y Basis von W.

Ist UNW = {0} und X Basis von U und Y Basis von W, so ist XUY | X Ja O Nein
Basis von V.

Ist UNW = {0} und sind X und Y linear unabhéngig, so ist auch | X Ja O Nein
X UY linear unabhéngig.

Ist X UY Basis von V, so ist X Basis von U und Y Basis von W. (] Ja X Nein
Ist X Basis von U und Y Basis von W, so ist X UY Basis von V. [J Ja X Nein
Ist dimU = | X| =m und dim W = |Y| = n, so ist dim V' > m + n. O Ja X Nein
Ist dimV = m +n und (X) = U und (Y) = W, so ist X UY Basis | X Ja (I Nein
von V.

Ist (XUY)=V,soist (X)=U und (Y)=W. O Ja X Nein
Ist (X) =Uund (Y)=W,soist (XUY)=V. X Ja [0 Nein

Aufgabe 2

Es seien K ein Korper, v = (x1,...,2,) € K" und w = (y,...

2% =1 fiir alle z € K ist.)

,Un) € K™ Ferner sei
fi:K—>Kazw—z'undg : K — Ko~ 2'+1fiiri € NU{0}. (Beachten Sie, dass hier

(v, w) linear abhéngig.

(v, w) ist genau dann linear abhingig, wenn z;y; = z;y; fiir alle ¢ und | X Ja [0 Nein
jmit 1 <i<nund 1< 5 <n gilt.

(v,w) ist genau dann linear unabhingig, wenn es ¢ und j gibt mit | X Ja O Nein
1 <i<nund 1l <j<n, fir die z;y; # z;y; gilt.

Fiir K = Fy ist {fy, f1} Basis von F}>. X Ja O Nein
Fiir K = IFy ist {fy, f1, f»} Basis von F5>. X Ja OO Nein
Fiir K = T, ist {go, g1} Basis von F}>. O Ja X Nein
Fiir K = IFy ist {go, 91, g2+ Basis von F}2. O Ja X Nein
Ist K =@Q und z; =i und y; = —i + 1 (jeweils fiir 1 < ¢ < n), soist | J Ja X Nein
(v, w) linear unabhéngig.

Ist K =Q und z; =i und y; = —i + 1 (jeweils fiir 1 < ¢ < n), soist |  Ja X Nein
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Ist w # s - v fiir alle s € K, so ist (v, w) linear unabhéngig. (0 Ja X Nein

Ist (v,w) = K", so ist n < 2. X Ja [0 Nein

Aulgabe 3

Es sei K ein Korper und A die folgende Matrix:

1 2 1
A= |10 -1 |eqQ>.

25 3
Berechnen Sie die folgenden Dimensionen:
dim SR(A) mit A wie oben. 2
dim U mit U = ((0,1,2,3),(1,2,3,4), (2,3,4,5),(3,4,5,6)) < R*. 2
dim U mit U = ((1,2,3,0),(0,1,2,3),(3,0,1,2),(2,3,0,1)) < R~ 4
dim ZR(A) mit A wie oben. 2
dim(f,, | n € N) mit f,, : i — 1+ ni in R™. 2
dim(f, |n € N) mit f,, :i—~n-i—1in RN. 2
dim {[a; ;] € K*** | a;; —a;; = 0 fiir 4,5 € {1,2,3}}. 6
dim {[a; ;] € R* | a;; + a;; =0 fiir 4,5 € {1,2,3}}. 3
dim{z € Q™3 | z- A =0} mit A wie oben. 1
dim{z € Q> | A-z =0} mit A wie oben. 1

Aufgabe 4

Es seien K ein Korper, V' und W endlich-erzeugte Vektorrdume iiber K und ¢ : V — W
eine K-lineare Abbildung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Ist (b1, be,b3) eine Basisfolge von V' und ¢ surjektiv, dann ist | (J Ja X Nein
(p(b1), ©(ba), p(bs)) eine Basisfolge von .

Ist (b, by, b3) eine Basisfolge von V', dann ist (¢(by), p(b2), ¢(bs)) eine | (I Ja X Nein
Basisfolge von W.

Sind by und by in V' und ist (¢(b1), ¢(b2)) linear unabhingig, dann ist | X Ja [J Nein
(b1, b9) linear unabhéngig.
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eine Basisfolge von W ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus.

Sind by und by in V und ist (o(b1),¢(bs)) linear abhéngig, dann ist | [J Ja X Nein
(b1, b9) linear abhéngig.

Sind b; und by in V und ist (b1, by) linear unabhéngig und ¢ injektiv, | X Ja (O Nein
dann ist (¢(b1), (b)) linear unabhéingig.

Sind by und by in V und ist (b, by) linear unabhéngig und ¢ surjektiv, | 0 Ja X Nein
dann ist (p(b1), ¢(by)) linear unabhéngig.

Wenn ¢ injektiv ist, dann ist dim V' < dim W. X Ja U Nein
Wenn ¢ surjektiv ist, dann ist dim V' < dim . J Ja X Nein
Wenn es eine Basisfolge (by,...,b,) von V gibt, so dass | X Ja [ Nein
(p(b1),...,¢(b,)) eine Basisfolge von W ist, dann ist ¢ ein Isomor-

phismus.

Wenn fiir jede Basisfolge (b1, ...,b,) von V gilt, dass (p(b1),...,»(b,)) | X Ja O Nein
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Aufgabe 1

Entscheiden Sie jeweils, ob die unten definierten Abbildungen ¢ : V' — W K-linear sind.

K beliebiger Korper, V = K32 W = K**? ¢ : X — A- X fiir festes | X Ja O Nein
A e K*3,

K beliebiger Korper, V = K32 W = K33 ¢ : X — X - A fiir festes | X Ja [0 Nein
A e K*3,

K=TF,, V=W=TF,, ¢:2 x+2° X Ja O Nein
K=TF,,V=W=F,, ¢:2~ 2° X Ja O Nein
K=Q,V=W=Q, ¢p:x— 3. X Ja [J Nein
K=QV=W=Q,p:z—x+1. [J Ja X Nein
K=R,V=W=RR po(f):x— flx+1)+afir feV, reK. O Ja X Nein
K=R,V=W=RR o(f):x—af(z?—-1)fir feV,re K. X Ja (0 Nein
K=R,V=W=R"Y o(f):x—2?f(z*+1) fir feV,z€K. X Ja O Nein
K=R,V=R}W=R, ¢: (11,22, 73) — 1+ 215 + 3x3. (0 Ja X Nein
K=R,V=R}W =R, ¢: (21,12, 23) — 1 + To. X Ja O Nein
Aufgabe 2

Es sei K ein Korper. Beantworten Sie die folgenden Fragen:

Es sei V = {(z1,...,2,) € K" | > x; = 0} € K" Gibt es eine | X Ja O Nein
surjektive, lineare Abbildung ¢ : V — K"~1?

Es sei V = {(z1,...,2,) € K" | >0 x; = 0} € K™ Gibt es eine | [J Ja X Nein
surjektive, lineare Abbildung ¢ : V — K7

Es sei ¢ : K? — K? ein Epimorphismus. Gibt es eine lineare Abbildung | 0 Ja X Nein
Y K? — K3, so dass 1 o ¢ ein Isomorphismus ist?

Essei ¢ : K* — K? ein Epimorphismus. Gibt es eine lineare Abbildung | X Ja O Nein
Y K? — K3, so dass ¢ 0 1) ein Isomorphismus ist?

Gibt es eine Abbildung ¢ : F'5 — Iy, die nicht [Fo-linear ist? X Ja O Nein
Gibt es eine Abbildung ¢ : '3 — 3, die nicht F3-linear ist? X Ja O Nein
Gibt es eine injektive, lineare Abbildung ¢ : K?*3 — K?*2? 0 Ja X Nein
Gibt es eine injektive, lineare Abbildung ¢ : K?*3 — K3*2? X Ja O Nein
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Gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R® — R? mit ¢(1,—1,0) = (1,1) | K Ja O Nein
und (0,1, —1) = (0,1) und ¢(1,0,—1) = (1,2)?

Gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R* — R? mit ¢(1,—1,0) = (1,2) | O Ja X Nein
und (0,1, —1) = (0,1) und ¢(1,0,—1) = (1,1)?

Aulgabe 3

Es seien K ein Korper und ¢ : V — W und ¢ : W — V lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorrdumen V' und W. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Bild (1) o ) = Kern (p o 9) 0 Ja X Nein
Bild (¢ o) C Bild ¢ 0 Ja X Nein
Bild (¢ 0 ) C Bild ¢ X Ja O Nein
Bild ¢ C Bild (¢ 0 9) 0 Ja X Nein
Bild ¢ C Bild (¢ 0 2) 0 Ja X Nein
Kern (¢ o ¢) = Bild (p o) O Ja X Nein
Kern (¢ 0 ¢) C Kern O Ja X Nein
Kern (¢ o) C Kern ¢ 0 Ja X Nein
Kern ¢ C Kern (¢ o ¢) [0 Ja X Nein
Kern ¢ C Kern (¢ o @) X Ja [J Nein
Aufgabe 4

Es sei K ein endlicher Koérper mit ¢ Elementen. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der
Elemente in den folgenden Mengen.

K? fiir ¢ = 13. 169
K3 fiir ¢ = 5. 125
M = {p € Homg(K*** K) | p(E>) =0} und q = 3. 27
M = {p € Homg (K*** K) | p(Ey) = 1} und q = 3. 27
Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Az = 0, wobei | 3
A € K*3 vom Rang 2 ist und ¢ = 3.
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Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Az = 0, wobei | 2
A e K32 vom Rang 1 ist und ¢ = 2.

Die Menge der 1-dimensionalen Untervektorriume von K? fiir ¢ = 5. | 31
Die Menge der 1-dimensionalen Untervektorriume von K* fiir ¢ = 3. | 40
Die Menge der K-linearen Abbildungen von K2 nach K fiir ¢ = 13. 169
Die Menge der K-linearen Abbildungen von K? nach K fiir ¢ = 17. 289
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Aufgabe 1

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit m Gleichungen und n Unbekannten

iiber dem Korper K.

Das Gleichungssystem ist genau dann unlésbar, wenn Rg A = | X Ja OO Nein
Rg([A, b)) — 1 ist.
Das Gleichungssystem ist genau dann unlésbar, wenn b # 0 und | X Ja OO Nein
Rg A = Rg([A,b]) — 1 ist.
Ist K =5 und n > m, so hat Az = 0 genau 2"~™ Losungen. [J Ja X Nein
Ist K =TF5 und n > m, so hat Az = 0 hochstens 2"~ Losungen. [J Ja X Nein
Ist K =TF5 und n > m, so hat Az = 0 mindestens 2"~™ Lodsungen. X Ja [ Nein
Ist K = Fy und n = 7 und hat Ax = b genau 4 Losungen, so muss | X Ja [J Nein
m > 5 sein.
Ist K = Fy und n = 7 und hat Ax = b genau 4 Losungen, so muss | [J Ja X Nein
m > 9 sein.
Ist m = 4 und n = 5, so ist Az = b nicht eindeutig 16sbar. X Ja [0 Nein
Ist m =4 und n = 5, so ist Az = b nicht 16sbar. [J Ja X Nein
Ist m =4 und n = 5, so ist Az = b stets losbar. [J Ja X Nein
Ist m = 7 und n = 5, so ist Az = b nicht 16sbar. (] Ja X Nein
Ist m = 7 und n = 5, so ist Az = b stets 1osbar. [J Ja X Nein
Aufgabe 2
Es sei

12101

22011 s
A=lo1112|%%"

2 0120

Wie viele Losungen hat das Gleichungssystem Ax = b fiir . ..
27

Il O O
~
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0
0
— | 7|7
bl'
0
0
0
— | = |2
62.
0
0
1
— | = |7
bo.
0
0
1
— | = |2
bl.
2
0
2
— | 2|2
bO
0
1
0
— | = |2
bo.
0
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27
1
0
= |7
b 7|
1
27
1
2
= — |7
b Bk
2
0
2
0
= _ |7
b 0
0
27
2
0
= ~|?
b 5 |
2
27
2
1
= .
b 0
1
Aufgabe 3
Man berechne den Rang von A = [a; ;] € Q"™ mit n > 2 und ...
am- =2-17- j 1
Qi = 1- j 1
CZZ‘J' =7 + j 2
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Qi 4 :Z+]+1 2
Qi 4 :Z—j 2
Clz"j :Z—j+1 2
a; j =47, n
;i j :ij+1. n
o J g fire<y i
Gij = { 0 sonst : n-1
i iz .
“ 1 0 sonst ’
Aufgabe 4

Es sei V := Q%*? der Q-Vektorraum der 2 x 3-Matrizen, W := Q%*? der QQ-Vektorraum der
2 x 2-Matrizen und ¢ : V. — W die folgende QQ-lineare Abbildung:

1 -3
o:V—W |, M+—M-A |, wobeid= |2 -2 | Q>
3 —1

L .
Welt;r.s_ele de geopdpeten, Basep o - 00 0 00 0 00 0

=\loool'loool'looo|’'|]100]'lo1o0]||001
von V und

e=(loa] [0 VM ] 15 8 )

von W gewiihlt. Berechnen Sie die Abbildungsmatrix MZ(¢) von ¢ beziiglich dieser beiden
Basen und geben Sie die verlangten Eintrége an.

Der Eintrag in der 1. Zeile und der 1. Spalte von MJ(p) lautet 1
Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte von MZ(y) lautet 3
Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte von MZ(y) lautet 0
Der Eintrag in der 2. Zeile und der 5. Spalte von MZ(y) lautet -2
Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte von MZ(y) lautet -2
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Der Eintrag in der 3. Zeile und der 5. Spalte von MZ(y) lautet 2
Der Eintrag in der 4. Zeile und der 2. Spalte von MZ(y) lautet -2
Der Eintrag in der 4. Zeile und der 4. Spalte von MF(y) lautet -1
Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte von MJ(p) lautet -2
Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte von MZ(y) lautet -3
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Aufgabe 1

Es sei V = (sin? cos?, sin-cos) < R® (dabei ist natiirlich sin® : z +— (sinz)?, etc.) und
v,V — V seien definiert durch

P(f)@) = f(z) baw. w(f)@)=f(v+7)

fir f € V und = € R. Uberpriifen Sie, dass tatsichlich ¢,v € End V sind und dass
B = (sin?, cos?, sin - cos) eine Basis von V ist. Berechnen Sie ...

(¢ 0 ¢)(3sin” + cos?) = (a) —4sin-cos (b) sin®—cos® (c) | ¥ (a) O (b)
sin® 4 cos? +sin-cos  (d) 0 O (¢) O (d)
(p o ¢)(sin-cos) = (a) —4sin-cos  (b) sin®—cos® (c) | O (a) X (b)
sin + cos? +sin-cos  (d) 0 O (c) O (d)

Mg (o) (1,1) 0

ME (40 9)(2,2)

Mg (¢)(1,2) 1
Mg (4)(2,3) 0
Mg (0 9)(2,2) 0
Mg (po1)(3,3) 0
M5 (#)(1,3) -1
Mg ()(2,3) 1

Aufgabe 2

Es sei K ein Korper mit ¢ Elementen und A € K™*",

A € GL,(K) genau dann, wenn die Spalten von A eine Basis von K"*! | X Ja [ Nein
bilden.

A € GL,(K) genau dann, wenn die Zeilen von A eine Basis von K'*" | X Ja [ Nein
bilden.

Es sei n = 3 und ¢ = 3. Dann ist die Anzahl der Basisfolgen (vy, ..., v,) | 11232
von K™ gleich ...

Es sei n = 3und ¢ = 5. Dann ist die Anzahl der Basisfolgen (vy, ..., v,) | 1488000
von K™ gleich ...
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Es sei ¢ = 2 und n = 5. Dann ist die Anzahl der v; € K™!, die als
erster Vektor einer Basisfolge von K™*! gewihlt werden konnen, gleich

31

Es sei ¢ = 3 und n = 4. Dann ist die Anzahl der v; € K™, die als
erster Vektor einer Basisfolge von K™*! gewiihlt werden konnen, gleich

80

Es sei ¢ = 5 und n = 3. Dann ist die Anzahl der v; € K™, die als
erster Vektor einer Basisfolge von K™*! gewiihlt werden konnen, gleich

124

Fiir ¢ = 3 ist die Anzahl der Elemente von GL3(K) gleich ...

11232

Fiir ¢ = 5 ist die Anzahl der Elemente von GL3(K) gleich ...

1488000

Ist n = 2 und q = 3, SO ist
| {(vi,v2) | {v1,ve} ist eine Basis von K?*1}| gleich ...

48

Ist n = 2 und q = D, SO ist
| {(v1,v2) | {v1, v} ist eine Basis von K?*1}| gleich ...

480

Aufgabe 3

Geben Sie als Ergebnis entweder +1 oder —1 ein.

Berechnen Sie das Signum der folgenden Permutationen aus der symmetrischen Gruppe Sis.

(eaiatioamne
S
RS
G
GEFIEE RN
R
GEFI RS
ST
(T
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1 234 56 7 89 10 11 12
(910751118126234) 0+1X-1

Aufgabe 4

. . . 123456789
Es sei o die folgende Permutation von 9 Punkten: < 3504192678 ) In den
folgenden Fragen ist jeweils ein Produkt von Transpositionen angegeben, wobei an einer Stelle
die Variable ¢ anstelle einer der Ziffern von 1 bis 9 steht. Tragen Sie in das Antwortfeld die
Ziffer ein, die man fiir ¢ einsetzen muss, damit das Produkt gleich o ist.

(12)(13)(25) (98) (87) (749) (36) 6
(12)(13)(25) (i8) (87) (76) (36) 9
(12)(25)(39) (16) (78) (96) (16) 3
12)(i7)(25)(16) (17 (39 (89) 3
(13)(93) (98) (58) (82) (68) (714 3
(45) (15)(98) (38) (62) 37) (24) (T1) (14) 1
G727 (67 (i8)(85) (13) (39) 1
(98) (25) (38) (18) (87) (57) (64) 7
(i2)(37)(25)(16) (17) (39) (89) 1
(i5) (15) (98) (38) (62) (87) (24) (74) (L4 4
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Aufgabe 1

Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen.

A= {; %J € 72*%, geben Sie x € {0,...,6} an mit T = det A. 6
Kreuzen Sie (1), (2) oder (3) an: X (1) O (2)
0 (3)
1 1 1 1
2 a a a AxA
23 b b |7
2 3 4 ¢
(1) (@=2)-(b=3)-(c=4)(2) (a—=4)-(b—=3)-(c—2)(3) (a—
3)-(b—2)-(c—4)
Kreuzen Sie (1), (2) oder (3) an: O (1) X (2)
0 (3)
1 1 1 1
—1 a a a 4x4
12 b b |7
-1 -2 -3 ¢
(1) (a4+2)-(b+1)-(c+3)(2) (a+1)-(b+2)-(c+3)(3) (a+
3)-(b+2)-(c+1)
24
00 0 3
0021 s
011 7|€%
4 1 3 5
18
21 4 5
0 3 67 Axd
0030k
00 21
-60
2 9 00
T 1 2 4 4x4
0 3 00]|€C
i ™ 05
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36

c Z4><4
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Aufgabe 2

Es sei K ein kommutativer Ring mit 1. Weiter sei A = [a; ;] € K™*" und s € K. Entscheiden
Sie, ob die folgenden Aussagen allgemein richtig sind.

Das Gleichungssystem iiber Zg X Ja U Nein

gl’ 1+ gl’ 2 + Z’L’ 3 =
gl’ 1+ 51’ 9 + 51’ 3 =
§$ 1+ TZE 0 + Tl’ 3 =

Wl DO|

hat eine eindeutige Losung (21, x2, x3) in Z3.

Es ist det(sA) = s - det A. O Ja X Nein
Es ist det(sA) = s™ - det A. X Ja O Nein
Ist K = Q und det(A4%) =1, so ist det A = 1. X Ja O Nein
Ist K = Q und det(A°) =1, so ist det A = 1. X Ja O Nein
Ist K = @Q und det A = 2, so gibt es kein B € Q™" mit B? = A. X Ja O Nein
Sind alle a;; € {0,1, —1}, so ist auch det A € {0,1, —1}. 0 Ja X Nein
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Sind alle a; ; € {0,1}, so ist auch det A € {0, 1}. O Ja X Nein
Aufgabe 3
Es seien A, B,C, D € Q™*". Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind.
Es gilt stets det g ? = (det B) - (det C). O Ja X Nein
: A B :
Es gilt stets det cool=T (det B) - (det C). O Ja X Nein
: A B .
Es gilt stets det cpl= (det A) - (det D) — (det B) - (det C). 0 Ja X Nein
Es gilt stets det(A - B) = det(B - A). X Ja O Nein
: 0 B ) « :
Genau dann gilt det cool= (det B)-(det C) fiir alle B,C' € Q™", | K Ja [J Nein

wenn n gerade ist.

Genau dann gilt det { é, g | = (det B) - (det C) fiir alle A, B,C € | X Ja [ Nein
Q™" wenn n gerade ist.
Genau dann gilt fiir alle A, B,C, D € Q™*", dass X Ja O Nein
A B
det [ c D } = (det A) - (det D) — (det B) - (det C)

ist, wenn n = 1 ist.

Aufgabe 4

Es sei K[X] der Polynomring iiber dem Ko6rper K in der Unbestimmten X; es seien f,g €
K[X].

Z[X] hat genau 4 Elemente. O Ja X Nein
Z5[X] hat unendliche viele Elemente. X Ja O Nein
Es gilt Grad(f + ¢g) = Grad f + Grad g, falls f,g # 0. O Ja X Nein
Es gilt Grad(f - g) = Grad f - Grad g, falls f, g # 0. [0 Ja X Nein

Essei f = X°+ X?+ X +1 € Zs[X]. Wie viele a € Zs gibt es mit | 3
fla) =07

Essei f = X1+ X3+ X%+ X + 1 € Zs[X]. Wie viele a € Zj5 gibt es | 1
mit f(a) = 07
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Essel f=X*—9€R[X]und A = il)) ? . Berechnen Sie B = f(A) | 84

und geben Sie by an.

Essel f=X*—9€ R[X]und A = il)) ? . Berechnen Sie B = f(A)

und geben Sie by, an.

Essei f=X*'-9€ R[X]und A = il,) ? . Berechnen Sie B = f(A) | 56

und geben Sie b; 5 an.

Essei f=X*"-9€ R[X]und A = 51’) ? . Berechnen Sie B = f(A) | 64

und geben Sie by an.

Ist f € K[X] invertierbar, so ist Grad f = 0. X Ja O Nein
Ist f € K[X] invertierbar, so ist Grad f = 1. O Ja X Nein
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Aufgabe 1

Es sei K ein Korper und K[X] der Polynomring iiber K in der Unbestimmten X.

Die Anzahl der Polynome f € Zy[X] vom Grad 4 ist 16

Die Anzahl der Polynome f € Z3[X] vom Grad 4 ist 162

Hat A € Z5*" das Minimalpolynom X2+ X +1, soist AS+A°+A3+A = | O Ja X Nein
0 e Zy~".

Hat A € 75" das Minimalpolynom X2+ X +1, soist A°+A°+A3+A = | O Ja X Nein
A e Zy ",

Hat A € Z5*" das Minimalpolynom X2+X+1, so ist A°+A°+A3+A = | X Ja O Nein
E, € Z3*".

Ist f € K[X] mit Grad f =1, so hat f in K eine Nullstelle. X Ja O Nein
Ist f € K[X] mit Grad f > 1, so hat f in K eine Nullstelle. O Ja X Nein
Ist Grad f = n, so gibt es hdchstens n verschiedene Matrizen A € K2*2 | O Ja X Nein
mit f(A) =0 e K**2

Ist Grad f = n, so hat f genau n verschiedene Nullstellen. [0 Ja X Nein
Ist Grad f =n, so hat f hochstens n verschiedene Nullstellen. X Ja OJ Nein
Aufgabe 2

Es sei K ein Korper, A € K™ und pus das Minimalpolynom von A.

Es gilt stets Grad p2 < Grad pa. X Ja [J Nein
Es gilt stets Grad ps < Grad pa. X Ja [J Nein
Es sei @« = 1+ 2 € R (betrachtet als ©Q-Algebra, p, € Q[X] das | -1
Minimalpolynom von « iiber Q mit p, = Y i, ;X" Dann ist ay =

Es sei @ = 1+ v2 € R (betrachtet als QQ-Algebra, p, € Q[X] das | -2
Minimalpolynom von « tiber @ mit p, = Y i, ;X" Dann ist a; =

Ist A =0, dann ist Grad ps = 0. [J Ja X Nein
Ist Grad pus =1,s0ist A= FE,,. O Ja X Nein
Ist pa(0) # 0, so ist A invertierbar. X Ja [ Nein
Ist a(0) # 0, so ist det A # 0. X Ja O Nein
Wie viele A € F{>* haben ein Minimalpolynom vom Grad 1? 17
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Wie viele A € Fy;" haben ein Minimalpolynom vom Grad 17 23

Aufgabe 3

Es sei A = [a; ;] € R™™ mit

I 1 wenn ¢ 4 j gerade,
“ 1 0 sonst

und 4 das Minimalpolynom.

Fir n = 100 ist die Dimension des Eigenraums FE4(t) zum groften | 2
Eigenwert t gleich

Fiir n = 101 ist die Dimension des Eigenraums F,4(t) zum kleinsten | 99
Eigenwert ¢ gleich

Fiir n = 103 ist die Dimension des Eigenraums F4(t) zum kleinsten | 101
Eigenwert ¢ gleich

Fiir n = 105 ist die Dimension des Eigenraums F4(t) zum kleinsten | 103
Eigenwert ¢ gleich

Fiir n = 80 ist die Dimension des Eigenraums F4(t) zum groften | 2
Figenwert ¢ gleich

Fiir n = 90 ist die Dimension des Eigenraums F(t) zum groften | 2
Eigenwert ¢ gleich

Fiir n = 41 ist der grofte Eigenwert gleich 21
Fiir n = 43 ist der grofite Eigenwert gleich 22
Fiir n = 45 ist der grofite Eigenwert gleich 23
Fiir n = 50 ist Grad py4 gleich 2
Fiir n = 50 ist der grofite Eigenwert gleich 25
Fiir n = 52 ist Grad pa gleich 2
Fiir n = 52 ist der grofite Eigenwert gleich 26
Fiir n = 54 ist Grad pa gleich 2
Fiir n = 54 ist der grofte Eigenwert gleich 27

Aufgabe 4

Es sei K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum (1 < n < co) und ¢ € End V.
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© hat mindestens einen Eigenwert. [ Ja X Nein
Die Summe von zwei Eigenvektoren von ¢ ist stets auch ein Eigenvektor | (0 Ja X Nein
von .

Die Summe von zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ist | X Ja [J Nein
kein Eigenvektor von .

Es gibt a € K, das nicht Eigenwert irgendeines Endomorphismus von | [J Ja X Nein
V ist.

Es gibt einen Vektor v € V', der nicht Eigenvektor irgendeines Endo- | X Ja [0 Nein
morphismus von V ist.

Ist 0 einziger Eigenwert von ¢, so ist ¢ = 0. L Ja X Nein
Ist 1 einziger Eigenwert von ¢, so ist ¢ = idy. L Ja X Nein
Ist ¢ nicht invertierbar, so hat ¢ mindestens einen Eigenwert. X Ja [J Nein
Ist ¢ nicht invertierbar, so hat ¢ nur einen Eigenwert. [ Ja X Nein
Ist ©? = p und ¢ # idy, so hat ¢ genau zwei Eigenwerte. [J Ja X Nein
Ist ¢3 = ¢ und ¢ # idy, so hat ¢ genau drei Eigenwerte. [ Ja X Nein
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Aufgabe 1

das Minimalpolynom mit p, bzw. p14.

Es sei K ein Korper, ¢ € End V fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V und A € K™*"
mit n > 1. Das charakteristische Polynom von ¢ bzw. A wird mit x, bzw. x4 bezeichnet,

eines Endomorphismus von V.

Gibt es eine Basisfolge B von V mit A = Mg(y), so ist x, = xa. X Ja O Nein
Hat x, n paarweise verschiedene Nullstellen in K, so ist x, = . X Ja [J Nein
Ist X, = xa, so gibt es eine Basisfolge B in V mit A = Mp(yp). [J Ja X Nein
Ist x, = e, so hat ¢ einen Eigenwert. L1 Ja X Nein
Ist x,(0) # 0, so ist ¢ bijektiv. X Ja O Nein
Ist ¢ bijektiv, so ist x,(0) # 0. X Ja O Nein
Ist die Summe der Koeffizienten von x,, gleich 0, so ist 1 Eigenwert von | X Ja O Nein
;Zt die Summe der Koeffizienten von p, gleich 0, so ist 1 Eigenwert von | X Ja [J Nein
?(;,des normierte Polynom vom Grad n iiber K ist charakteristisches | X Ja [0 Nein
Polynom eines Endomorphismus von V.

Jedes normierte Polynom vom Grad n iiber K ist Minimalpolynom | X Ja [0 Nein

Aufgabe 2

folgenden Aussagen iiber Diagonalisierbarkeit von Matrizen richtig?

Es sei K ein Korper und K[X] der Polynomring in der Unbestimmten X iiber K. Sind die

ist, paarweise verschiedene Koeffizienten, dann ist seine Begleitmatrix
diagonalisierbar.

Eine Matrix A € K™*" (n > 2) ist genau dann diagonalisierbar, wenn | X Ja [J Nein
ein n-Tupel (vy,...,v,) von Eigenvektoren von A mit v; € K™ exis-

tiert, das linear unabhéngig ist.

Eine Matrix A € K™*" (n > 2) ist genau dann diagonalisierbar, wenn | X Ja [J Nein
K™ eine Basisfolge aus Eigenvektoren von A hat.

Eine Matrix A € K™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine | X Ja [J Nein
Diagonalmatrix D € K™*™ und eine invertierbare Matrix T" € K"*"

existiert mit T'D = AT.

Eine Matrix A € K™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine | [J Ja X Nein
Diagonalmatrix D € K™ " und eine Matrix 7" € K™" existiert mit

TD = AT.

Hat ein normiertes Polynom f € K[X], dessen Grad mindestens 2 | [J Ja X Nein
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Jede Begleitmatrix eines normierten Polynoms f € K[X] vom Grad | O Ja X Nein
grofer als 1 ist diagonalisierbar.
Jede Matrix A € K™, fiir die 0 - A = A gilt, ist diagonalisierbar. X Ja [J Nein
Jede quadratische Matrix, deren Eintrige alle gleich sind, ist diagona- | (0 Ja X Nein
lisierbar.
Jede quadratische Nullmatrix ist diagonalisierbar. X Ja U Nein
Aulgabe 3
Es sei K ein Korper und A € K™=,
A und A” haben die gleichen Eigenriume. O Ja X Nein
A und A" haben die gleichen Eigenwerte. X Ja OJ Nein
Ist X (a) O (b)
OJ
2 1 1 ©)
A= 2 3 2| eq@¥?
4 —4 -3
soist x4 = (a) X3—-2X2+X (b) X34+2X24+X (c) X3—2X2+1
Ist O (a) O (b)
X
2 1 1 ©
A=| -6 1 2|e@Q>,
4 -2 -3
soist x4 = (a) X3+ X (b) X3 —2X +1 (¢) X3 —X
Ist K = C, dann gilt: Wenn y 4 # X" ist, so ist A™ # 0 fiir alle m € N. | X Ja OO Nein
Ist K = C, dann gilt: Wenn A™ = 0 ist fiir ein m € N, so ist x4 = X". | ¥ Ja OO Nein
Ist s Eigenwert von A, so ist dim E4(s) = n — Rang(A — s - E,). X Ja [ Nein
Ist s Eigenwert von A, so ist dim E4(s) = Rang(A — s - E,,). (0 Ja X Nein
L . 9%X2 1 w1 1s 00
Wie viele Matrizen A € 757 sind &hnlich zu 01 ? 6
. . . 2%2 - . . 10
Wie viele Matrizen A € 757 sind &hnlich zu 00 ? 6

' Aulgabe 4
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Es sei K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Eine Bilinearform & : V' x V' — K heifst
nicht ausgeartet, falls es zu jedem v € V' \ {0} ein w € V' gibt mit ®(v,w) # 0.

Es sei V = RE und 0 Ja X Nein

d : VxV — R
(f,9) = i (fG)+9()

Ist ® eine symmetrische Bilinearform?

Es sei V = RE und X Ja O Nein

d : VxV — R
(f,9) — Siof(i)gl)

Ist ® eine symmetrische Bilinearform?

Gibt es auf V = K? eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform | X Ja [0 Nein
mit einem 0 # v € V und ®(v,v) = 07

Gibt es auf W = R? eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform | O Ja X Nein
mit ®(w,w) = 0 fiir alle w € W?

Gibt es injektive Bilinearformen? X Ja U Nein

Gibt es injektive Sesquilinearformen? X Ja U Nein

Ist dim V' = n, dann bilden die Bilinearformen auf V' einen Vektorraum | [ Ja X Nein
der Dimension 2n.

Ist dim V' = n, dann bilden die Bilinearformen auf V' einen Vektorraum | X Ja [0 Nein
der Dimension n?.

Ist ® : R* x R*> — R eine Bilinearform mit Gram-Matrix Mz(®) = | O Ja X Nein

[ ; ? } beziiglich einer Basisfolge B, so gibt es auch eine Basisfolge

. 2 1
B’ mit Mg (®) = {1 5 W
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