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1 Alphabete, Woérter, Sprachen

1.1 Einfihrung

Zeichenreihen als Grundobjekte der Informatik:

» Préazisierung des Algorithmusbegriffs durch Turing-Maschine
« Kommunikation mit Rechner tber Tastatur
* Informationsverarbeitung; Transformation mit Bitstrings

Grundbegriff 1.1 (Alphabet). Z: Alphabet, nicht-leere endliche Menge
a € 2 : Buchstabe, Zeichen, Character, Symbol

Grundbegriff 1.2 (Menge der Worter Uber Z). Z*: Menge der Woérter Ubex
2" :={aay...an/n € N} Worter, Zeichenreihen, Strings
n=0: das leere Wort, Bezeichung{Metasprache)

Beispiel 1.3 (zu Grundbegriff1.2). Bitstrings, Webadresse, Dezimalzahlen, RGB, Java-Pro-
gramme

1.2 Operationen auf 2*

» Verkettung (Konkatenation):-  :2* x * — Z* w-v:=wv
(i) - istassoziativ(u-v)-w=u-(V-w)
(i) eist--neutrale-w=w-£=w

Sprechweise(*, - _ &) ist ein MONOID.
Bemerkung: freie Erzeugung:

a...an=bi...bomAn=ma=>b (i=1,...,n)

» Lange eines Wortes = ajay...ap € 2*:
|ai...an[:=n, falls alleg; € =*
also: | e|=0
und: |wv|=|w|+ | V|
» Potenzen eines Wortesc >*:
wl=¢
wtl = whw




1 Alphabete, Worter, Sprachen

» Spiegelbild eines Wortes
eR=¢

(wa)R:= awR

1.3 Formale Sprachen lGber 2
Grundbegriff 1.4 (Menge der formalen Sprachen tberZ). P(¥*) := {L|L C ¥*}

Beispiel 1.5 (zu Grundbegriff1.4). 0,{e},{wi,...,wn},Z*, Menge der URLs / Java-Program-
me / HTML-Beschreibungen

1.4 Operationen auf P(Z*)

* boolesche Operationen:
LiULp,L1NLy,L:=Z*\ L (Mengendifferenz)

» Komplexprodukt:
Lilo :={wvjwe L,veE Ly}
LiLkg :={wvjw,v € L1} (,Jeder mit jedem®)

» Potenzen einer Sprache:
LO:={e}
LML= L"L
» Stern einer Sprache (Iteration, Repetition):

L= U L"~0"={e}
neN

» Spiegelbild einer Sprache:
LR:= (wRjwe L}

* regulare Operationen:
LiULp, Lilo, L”




2 Regulare Ausdricke und endliche Automaten

2.1 Regulare Ausdricke

Ein regularer Ausdruck beschreibt eine formale Sprache, die sich mit Hilfe regularer Operatio-
nen (Vereinigung, Komplexprodukt, Stern) aus einfachen Sprachen erzeugen lasst.

Definition 2.1 (Syntax vonRegHZ)). SeiZX ein Alphabet.
Die Menge RegE>) derREGULAREN AUSDRUCKE UBERZ ist induktiv definiert durch:

(i) N € RegE%)
(i) ac RegHEZ) fir jedesac X
Wenna, B € RegEZ), so auch:
(i) (oVPB) € RegHEZ) (,Alternative®)
(iv) (a-B) € RegHZ) (,Konkatenation*)
(V) (a*) € RegEZ) (,Repetition®)
Schreibweise 2.2 (Vereinfachung) Prazedenzregeln, um Klammern zu sparen:

* * bindet starker als
. bindet starker aly

Der Punkt wird weggelassen.
Beispiel 2.3.aVv b*c statt(aV ((b*) - c))

Definition 2.4 (Semantik vonRegEZ)). Ein regularer Ausdruclx beschreibt eine formale
Sprachdoa] =L(o) C Z*:

(i) L(A):=0

(i) L(a):={a}

(i) L(aVvp):=L(a)VL(B)
(iv) L(a-B):=L(a)-L(B)




2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

v) L(a®) :=L(a)"
Sprechweise.w € L(a) ~ wist ein Match fure, o ist ein Muster (Pattern).

Definition 2.5 (Klasse der reguléren Sprachen).Die Klasse Regl>) der regularen Sprachen
UberZ ist induktiv definiert durch:

» 0,{a} € RegL fur alleac
e L,L'e RegL~ LUL',LL',L* € RegL(Z)

Folgerung 2.6. Die Klasse Regl>) = £(2,RegB.

2.2 Deterministische endliche Automaten

Definition 2.7 (deterministischer endlicher Automat). SeienQ und Z nicht-leere, endliche
Mengengo € Q,F CQundd: QxZ— Q.

Dann heiRRl = (Q,Z,5,0o, F) €N DETERMINISTISCHER ENDLICHERAUTOMAT UBER Z mit
der ZUSTANDSMENGEQ, dem ENGABEALPHABET Z, der TRANSITIONSFUNKTION &8, dem
ANFANGSZUSTAND(p und der ENDZUSTANDSMENGEF.

Bezeichnung 2.8 (DFA).2l € DFA(X),2( € DFA (det. finite aut.)

Definition 2.9 (erweiterte Transitionsfunktion / erkannte Sprache).
A=(Q,Z,0,0q0,F) € DFA(Z) bestimmt diecERWEITERTE TRANSITIONSFUNKTION

5:0xZ*=0Q
mit

6(g.€):=q
S8(g,wa) ;= 8(5(q,w),a) firwe 3* ac X

und damit dievON 2l ERKANNTE SPRACHE

L(2A) = {we =*[8(go, W) € F}

Beispiel 2.10 (zu Definition2.9). £(%,DFA): Klasse der von endlichen Automaten erkennba-
ren Sprachen uber.

Ziel. £(Z,DFA) = RegL(X) nachweisen
Hilfsmittel: nicht-deterministische Automaten
Hinweis: Scanner, Suchmaschinen, Software-Tools




2.3 Nicht-deterministische endliche Automaten

2.3 Nicht-deterministische endliche Automaten

Definition 2.11 (nicht-deterministischer endlicher Automat). SeienQ, 2, qo und F wie bei
einem2( € DFA, fernerZ; :=2U{e} undé : Q x Z; — P(Q). Dann heiflt

2 = <Q728767q07F>
eiNnNICHT-DETERMINISTISCHER ENDLICHERAUTOMAT UBER .
Bezeichnung 2.12 (NFA).NFA(Z),NFA. Es folgt: DFA(Z) C NFA(Z).

Semantik (Erweiterung der Semantik von DFA). Fur T C Q ist die e-HULLE VON T, Be-
zeichnunge(T), induktiv definiert durch:

() TCe(T)
(i) gee(T)~d(a,e) Ce(T)

Die ERWEITERTETRANSITIONSFUNKTION

§:P(Q) x=* — P(Q)
ist induktiv definiert durch:

5(T,e) :=¢(T)

Damit ist dieDURCH 2l ERKANNTE SPRACHEdefiniert als:
L&) := {we =[5 ({qo}, ) NF #0}
Beachte. Fiir DFAs stimmen beide Semantik-Definitionen Uberein:

| 6(q,a) |=1furallege Q,ac X
und | 6(q,€) |=0

Definition 2.13 (Potenzmengenautomat)Sei 2l = (Q, 2, 8,qo,F) € NFA(Z). Der POTENZ-
MENGENAUTOMAT 2P := <Q,Z,3,do,lf> € DFA(Z) ist definiert durch:

= {T QT =5 ({a} W) wez}

Qx> — Qmit§(T,a):=8(T,a)
=€ ({qo})

.Q;
¢S5
* o




2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

cTeFATeQundTNF £0

Beweis.T € QT = §({qo}, W)
Ferner:6(T,e) = g(

STa=e U &a)=eUsd@a)=e U &aa)=5{dp}waecQ O

Lemma 2.14. Fur2d € NFA(Z) qilt:
L(2A) = L(AP)
Beweis.

we L(A) ~8({do},w)NF #0
~8(e({ao}),w)NF #0
~5(Go,w) €E

2.4 Synthese und Analyse endlicher Automaten

2.4.1 Synthese endlicher Automaten

SYNTHESE
Konstruiere fura € RegHZX) einen dquivalente®(a) € NFA(Y), d.h.L(a) = L(A()).

Algorithmus 2.15 (Thompson). Idee:2(( o) hat genau einen Endzustamgd+# qo. qo ist Quelle,
gs ist Senke (im Zustandsgraphen).

* A(N) = —> (keine Transitionen)
- Aa) = H$ (aey)

s A(aVP) =




2.4 Synthese und Analyse endlicher Automaten

- Ao B) = (@) A(e) 0T A(B) @)

.« Ala*) = @w

&

Offensichtlich gilt fir jedesx € RegE :

Korollar 2.16. Regl(Z) C £(Z,DFA)

2.4.2 Analyse endlicher Automaten

ANALYSE:
Konstruiere fuRl € DFA(Z) einena () € RegEX) mit L(o(2A)) =L(2A), oder kurz:a(A) ~ 2.
Ql = <Q7 Z’ 67 qu F> 6 DFA(Z) undQ = {q17 ct qn}
Fari,j € {1,...,n} undk € {0,...,n} definieren wir:
W,'j‘ := {w Uberflhrtg; in q; ohne Benutzung vogk,1, . . .,0n als Zwischenzustéande

Dann gilt:

Ly = U w;
g;jeF

Somit genugt der Nachweis der Regularitat der Spraktb;}@n

(1) k=0:WYCzuU{e}
~ WY regulér; beachtd:(A*) = {e}

(2) k—1—Kk:
Wk = w1 vai,'g—l(wkkk—l)*wlfj—l firke {1,...,n}

Korollar 2.17 (Satz von Kleene).

£(Z,DFA) = £(2,RegE = RegL(X) = Typ 3-Sprachen (Chomsky)




2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

2.4.3 Wortsuche in Texten
Problem: Bestimme alle Dokumente, in denen ein Wort einer gegebenen Wortmenge vorkommt.
Beispiel 2.18. Der Suchautomat vofweb, ebay. Es gibt zwei Implementierungstechniken:

(1) NFA-Methode:

Berechne fir eim € 2,4, einen Lauf durch den Suchautomaten (erreichbare Zustands-
mengen).

Beispiel:n = aebwewebba

{1} a{1}e{1,5' b{1,6} w{1,2} e{1,3,5} w {1,2} e{1,3,5} b {1,|[4]| — erkannt!

(2) DFA-Methode:
Konstruiere den Potenzmengen-Automaten des Suchautomaten. O

Bemerkung 2.19. Die Implementierungen voagrep undfgrep verwenden beide Techni-
ken.

2.5 Pumping-Lemma

Das Pumping-Lemma ist ein Hilfsmittel zum Nachweis nicht-regulérer Sprachen.

Satz 2.20 (Pumping-Lemma, Iterationslemma).SeilL € RegL(X). Dann existierk € N, so
dass fir jedeg € L mit | x |> k eine Zerlegung

X= Uvw
mit folgenden Eigenschaften existiert:
() [v[>1
(i) |uv|<k
(i) u/we L firallei € N (auchi = 0)

Beweis.Sei2 € DFA(X) mit L(2() =L undk:=| Q|.
Seix € L mit | x |[> k. Dann wird beim ,Erkennungslauf vorin 20 mindestens ein Zustand
mehr als einmal besucht:

\"

@U@WQXZUVW




2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten

Seiq; der erste solche lterationszustand wnteilwort von dort bis zur ersten Wiederholung.
Dann gilt:

luv| =1 <k—1n (i)
(i) und (iii) klar. O

Beachte. Das Pumping-Lemma beschreibt eine notwendige, aber nicht eine hinreichende Ei-
genschatft.

Beispiel 2.21.

L ={a""|n> 1} ¢ Regl({a,b})

Beweis.Angenommenl. € RegL.
Dann existierk € N mit (i)-(iii) aus Pumping-Lemma. Fix = akbX muss eine Zerlegung exis-
tieren:

akok = uvw

mit v # £ und | uv|< k, alsov € {a|i > 0} unduw= ak~Mb* € L. Widerspruch!
Also: L € RegL. O
2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten
Ziel: Konstruktion endlicher Automaten mit minimaler Zustandszahl.
Definition 2.22 (Ableitung). FurL C Z* undw € Z* heil3t
dw(L) :={ve Zfwvel}
die ABLEITUNG vonL nachw.
Lemma 2.23. SeiL = L() fur A = (Q, 2, 8,00, F) € DFA(Z). Dann gilt:

D(L) = {dw(L)lwe ="} 1| D(L) [<] Q|




2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

Beweis.

/ g
Nopatss
O
Firg € Q bezeichne:

L(a):=L((QZ,8,0,F))

Dann gilt:

dw(L) = dw(L(do)) = L(8(do, W))
Definition 2.24 (Ableitungsautomat). SeilL € RegL.
Der ABLEITUNGSAUTOMAT i = (D(L),Z,0,qo,F) € DFA(Z) ist definiert durch:
* go:=0de(L)=L
e F:={dw(L)welL}, also:e € dw(L)
Beachte.
dw(L) = dy(L) ~ dwa(L) = dva(L)
Also ist die Definition2.24unabhéangig vom Reprasentanten

Lemma 2.25.

L&) =L (d.h.2A_erkenntl)

Beweis.

we L)~ 8(go,w) € F
AWEL

10



2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten

Korollar 2.26. (i) Der Ableitungsautomat ist zustandsminimal.
(i) FurL C Z* qilt:
L € RegLAD(L) < o

ZUSTANDSREDUKTION Konstruktion eines zustandsminimalen Automaten aus einem gegebe-
nen Automaten durch:

» Weglassen nicht erreichbarer Zustande
» Verschmelzen aquivalenter Zustande

Dabei heifdt:

* g€ QERREICHBAR ~IWE Z*: §(fo,W) =(q
* g1~ 02 (AQUIVALENT) ~L(ag1) = L(02)

Definition 2.27 (Faktorautomat). Fur 2l = (Q,Z,3,qo,F) € DFA(Z) ist der AKTORAUTO-
MAT

A/ = <(§, z,S,qo,lf> € DFA(Z)
wie folgt definiert: (Flirg € Q sei[q] := {d|d' ~ q}.)
» Q:={[5(do,w)]|w e =*}

* §:=[qo]
* F:={[d|lgeF}
* 5([g],a) := [6(q,a)]

Erinnerung (Zustandsminimierung von endlichen Automaten).
* L e RegL(X) — 2l : Ableitungsautomat
 2/..: Faktorautomat

Beachte.qe F,q~q ~d € Fundg~q ~ 6(g,a) ~ 6(q,a) zeigt die Unabhangigkeit der
Definition 2.27von den Reprasentanten.

Lemma 2.29. Fur2l € DFA(Z) gilt:
A/~ =2 (bisauf Zustandsnamen)

Insbesondere i1/ .. &quivalent z®l und es folgt:
Zustandsminimale Automaten sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis.Seif : Q — D(L(2)) definiert durch:
B([8(do,w)]) = dw(L(21)) O

11



2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

B ist unabhangig vom Reprasentantes >*:
8(do,v) ~ (0o, W) ~ L(8(go,w)) = L(8(0o,v)) ~ du(L(2)) = dy(L(A))  (¥)
* B ist bijektiv, weil die Folgerund*) umkehrbar ist

* [ ist strukturerhaltend:

— B([a0]) = B([6(0p,€)]) = de(L(A)) = L(A) (Anfangszustand des Ableitungsauto-
maten)

— 8(qo,w) =q e F:

B ([6(0o,w)]) = dw(L(2L)) ist ebenfalls Endzustand im Ableitungsautomaten

()60

= [6(do, wa)]
—_——

=6 (dw(L()).2) =dwa(L(21))

Verfahren zur Zustandsminimierung:

» Weglassen nicht erreichbarer Zustande
» Verschmelzen aquivalenter Zustande

Definition 2.30 k-aquivalent). Sei = (Q,Z,5,0o,F) € DFA und jeder Zustand erreichbar;
ferner sek € N,q1,g2 € Q. Dann sagt man:

* 01 K-AQUIVALENT Q2 (q1 X Q) AvYwe X |w|<k:weL(gy)weL(gg)

« 21 INDUZIERT die Abbildungerr® : Q% — {0,1} mit rk(q;,p) = 1:~ Qs £ gp.
Sie konnen als MatrizeR* = (r*(q;, q;))f';_; mit n=| Q| dargestellt werden.

Beachte. r¥(q;,qj) = r*(qj,g)
Berechnung dek-Aquivalenz-Matrizen:

0
ch~pA(heEFNREF)
k k
* T oy~ geundd(ay@) X 8(ap.a)Vae X

12



2.7 Entscheidbare Eigenschaftten

Lemma 2.31. Es gibt eink € N, so dass fir alle € N:

Rk — Rk+n

Beweis.Dark(g;,qj) = 0 ~ r*¥(g;,gj) = 0, muss es eik geben mitrk = k=1 ().
Dann muss auch = rkt" gelten fiir allen € N.
Zu zeigenrktl = rk+2,

Seirk(qy,a2) = rkt1(gr, o) = 1, alsoqy X o undoy kit 0. Seifernemy ... a > € L(qy).
Dann gilt: 5(q1,a1) £ 0(gz,a1). Und nach(x) gilt auch:8(qp,a1) ket o(ap,ay).
Somit gilt:ay...ax 2 € L(8(02,a1)) unday ... a8k 2 € L(gp). O

Algorithmus 2.32 (Markierungsalgorithmus).

Eingabe®l = (Q,Z,5,q0,F) € DFA(Z), jedesg € Q ist erreichbar.
Ausgabe: aquivalente Zustande

Verfahren:

« Stelle eine Tabelle aller Zustandspaégeq'} mit q # d auf.

« Markiere alle Paar¢q,q'} mit g € F undd ¢ F oder umgekehrt.

 FUr jedes unmarkierte Padg, '} und a € X teste, ob{5(q,a),5(q,a)} markiert ist.
Wenn ja: markiergq,q'}.

« Wiederhole letzten Schritt, bis keine Anderung mehr erfolgt.

» Die unmarkierten Paare reprasentieren aquivalente Zustande.

Bemerkung 2.33. Die Implementierung des Markierungsalgorithmus ist@itq |?) Zeitkom-
plexitat moglich.

2.7 Entscheidbare Eigenschaften

(a) Deterministische endliche Automaten:

» Wortproblem:w € L(2()? (W € Z* und2( € DFA(Y))

Durch Eingabe und Zustandsuberprufungw| + 1 Schritten entscheidbar.
» 0-ProblemL(2) =0? @ € DFA(Y))

Durch Eingabe aller Wortex mit | w |<| Q | entscheidbar.

Beachtewe L(2),|w|>| Q |~ Ive L(A),|v|<|w]|.

Verfahren: Testen, ob von g erreichbar.

Durchfiihrung in O(q |?)-Zeit

13



2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

» ~-Problem:L(2) =L(2A")? @, € DFA(Z))
Reduktion auf 0-Problem:

L(20) = L(A) ~ALR) C L) undL(') € L(2A)

ALE)NLERY) =0 undL(2)NLERA) =0

2 Produkt-Automaten (vgl. Ubung 4) miQ | - | Q' | Zustanden, testen auf @
~-Problem in O[Q |2 - | @ |?)-Zeit entscheidbar

(b) Regulare Ausdriicke, nicht-deterministische endliche Automaten:

Durch Transformation in DFAs sind alle drei Probleme entscheidbar, aber der Aufwand
steigt.

« Wortproblem: Of « | - | w|)- bzw. O( Q |* - | w|)-Zeit
* 0-Problem: NFA wie DFA behandeln
RegE— NFAin O(| a |)-Zeit mit| Q|< 2- | ¢ | entscheidbar
» ~-Problem: NP-hart (exponentieller Aufwand, Potenzmengenkonstruktion) [J

2.8 Endliche Automaten mit Ausgabe

Idee: Erweiterung eines DFA um ein Ausgabeband
Ziel: Nicht Worter erkennen, sondern Worter transformieren, und Berechnung von Wortfunk-
tionen.

Definition 2.34 (allgemein-sequentieller Automat).Sei (Q,2,8,qo,F) € DFA, A ein Aus-
GABEALPHABET UNdA : Q x ¥ — A* eine AUSGABEFUNKTION.
Dann heiRRl = (Q,%,A,qo,5,4) €iNALLGEMEIN-SEQUENTIELLERAUTOMAT.

Bezeichnung 2.35 (fur allgemein-sequentiellen AutomatenRl € GSM(Z,A)
(,generalized sequential machine*)

Beachte. Beim allgemein-sequentiellen Automaten werden keine Endzusténde beriicksichtigt.

Graphische Darstellunﬂ‘ falls 6(g,a) = q undA(g,a) =w

2l berechnet eine Wertefunktidiy : 2* — A*. B B B
Wir erweiternA zu A : Q x Z* — A* durchA(q,e) = ¢, A(q,wa) := A(q,w) - A(5(q,w),a).
Dann istfy := A(qo, W).

Definition 2.36 (allgemein-sequentielle Funktion).f : Z* — A* hei3tALLGEMEIN-SEQUEN-
TIELL, wenn eA € GSM(Z,A) gibt mit f = fy.

Spezialfall: SeRl € GSM(Z,A). FallsA : Q x £ — A, so heiR&( auch MEALY-AUTOMAT und
foy SEQUENTIELL
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2.8 Endliche Automaten mit Ausgabe

Was kdnnen diese Automaten?

Beispiel 2.37 (bindre Addition). Addition gespiegelter Binarzahlen (mit wenigstens einer Fih-
rungsnull):
>=B2A=BmitB=/{01}

@@ o.@o)r

0110101 GBI
+0101101HC
= 1100010 O

Satz 2.38 (Ginsberg / Rose)Sei f : &* — A*. Dann gilt:
f ist allgemein-sequentieth f erfullt (i) bis (iv)

(i) f(e)=¢
(ii) fistPRAFIXTREU, d.h.

Vu,ve ZF dw e A" mit f(uv) = f(u)w

(i) f isStLANGENBESCHRANKT, d.h.

Jke Nmit | f(w) |[<k|w| Ywe Z*

(iv) f erhalt REGULARITAT, d.h.

(@) Le Regl(Z) ~ f(L) :={f(w)|lwe L} € RegL(A)
(b) L € Regl(A) ~ f~1(L) := {we Z*|f(w) € L} € RegL(Z)

Beweis.,,~": (i) bis (iii) folgen aus der Definition vorfy = f.

(iv)(@): L € RegL(Z) : Az = (Qq,%, 81,05, F1) € DFA(Z) mit L = L(2).

f allgemein-sequentiel®, = (Qz, %, A, 03, &2, A7)

Zu zeigen:f(L) € RegL(A).

Konstruktion von2l € NFA(A) mit L() = f(L) durch Parallelkonstruktion und Selektion der
Ausgabe.

WortUbergénge@ 2.0 b (O—= ) kbnnen zugelassen werden (Zwischenzustande

ausfihren):

%= (QA,8,00,F) mit §: Qx A* --» P(Q) mit | Def(§) |< o0, Q:= Q1 x Qz, do = (5, 45),
F:=F xQo.

15



2 Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

6((d1,02), W) > (0, 05) = es exa € Z mit §1(qy, @) = g; unddz(dz, @) = g, undAz(gz,a) =

% (@)%

m
a\w
%:

Es folgt:w e L(2) ~es exve L mit f(v) =w. O

Folgerung 2.39. (1) Die Spiegelfunktion®: >* — >* ist nicht allgemein-sequentiell.

(2) Die serielle Multiplikation von Binarzahlen ist nicht allgemein-sequentiell.

Beweis. (1) -R erfiillt nicht die Préafixtreue.

(2) Die serielle Multiplikation von Binarzahlen sei definiert durch

f:(B?*— B*
mit
f((a1,ba) (22, bz) -+ (an, bn)) = @z~ an_:_babz---by
bin&r
(durch Fuhrungsnullen gleiche Lange).

f erfullt nicht (iv)(a), d.h. erhalt nicht Regularitat.

Seil C (B?)* gegeben durchi,0)(0,1)* € RegEB?). w= (1,0)(0,1)X € L stellt das Bi-
narzahlenpaafl0¢,01) dar, welches die Zahlerf2ind & — 1 reprasentiert, dak2 (2 —
1) = 2%<_ 2K die Binardarstellung“D¥ hat.

Also gilt: f(L) = {104k > 1} ¢ RegL(B). O

16



3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Definition 3.1 (kontextfreie Grammatik). SeienN und Z nicht-leere endliche Mengen mit
NNZ=0.

SeiPCNx (NUX)* mit | P|< o undSe N.

Dann heilBG = (N,Z,P,S) eineKONTEXTFREIE GRAMMATIK .

Bezeichnung 3.2 (kontextfreie Grammatik). G € CFG(X) oderG € CFG

Bezeichnungen und Konventionen.

ABC, ...eN Nichtterminalsymbole
ab.c,...eX Terminalsymbole
SeN Startsymbol

XY, Z,...e X:=NUZ Symbole

o, pB,yeX* Satzformen

uv,we " Terminalworter

A—-a:=Aa)ecP Regel, Produktion

Definition 3.3 (Ableitungsrelation und Ableitungsschritt). SeiG = (N,%,P,S) € CFG und
Tt=A—acP.
n bestimmt eine BLEITUNGSRELATION =,C X* x X* mit B1 =, B2 » es ex. Kontext

7, % € X*, so dasg; = nAy und B = niay..

Dann heif3t das Tripély;, 7, y2) auch ABLEITUNGSSCHRITT.

G bestimmt die Ableitungsrelatiog-gC X* x X* durch=g:= U,cp = Und damitdIE VON
G ERZEUGTESPRACHEL(G) := {w € Z*|S=¢ w}.

2 6= Do ¢ (reflexive und transitive Hiille vors )

Esfolgt:w e L(G) ~ Jog, a1,..., 000 € X* undmy,..., T € P: S= g =z 01 =5, Q2... =1,
On = W.

Bezeichnung 3.4.CFL(Y) := {L C Z*|3G e CFG(Y) : L(G) =L}

3.1.1 Ableitungsbaume, Rechts- und Linksableitungen, Ein- und
Mehrdeutigkeit

SeiG=(N,Z,P S € CFG.
Darstellung von Ableitungen durch Baume:

17



3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

A
(1) Eine Regelt = A — X;...X, bestimmt den RGELBAUM: PTANN
X1 X2 ... Xn
A
SpezialformA — ¢ |
£

(2) Eine AbleitungA = o3 ... = ay bestimmt den BLEITUNGSBAUM durch entsprechendes
Verkleben der Regelbaume. Er l&sst sich durch Induktion dloefinieren:

* n=1: Regelbaum

A
enNn—n+1.A= a1 =...= o, haben den Ableitungsbaum/l\\
X1 ... %
on = 0n41 Sei gegeben durch den Ableitungsschittr, v). Dann entsteht der Ablei-
tungsbaum vol\ = a1 = ... = an = an1 durch Anhangen des Regelbaums von
zwischenu undv:
A Regelt=B— f

Folgerung 3.5. Ein Ableitungsbaum reprasentiert eine Klasse von Ableitungen, die sich nur in
der Reihenfolge von Ableitungsschritten unterscheiden. Ein Ableitungsbaum représentiert die
relevante syntaktische Struktur.

Definition 3.6 (Rechtsableitung/Linksableitung). Eine Ableitung heil3t RCHTSABLEITUNG
(bzw. LINKSABLEITUNG), wenn jeder Ableitungsschritor, 7, 3) ein RECHTSABLEITUNGS
SCHRITTIst, d.h.8 € Z* (bzw. wenn jeder Ableitungsschritix, r, ) ein LINKSABLEITUNGS-
SCHRITTIst, d.h.a € Z¥).

Schreibweise 3.7.? bzw. = fur Links- bzw. Rechtsableitungsschritte.

Folgerung 3.8. Ein Ableitungsbaum hat genau eine Rechts- und genau eine Linksableitung.

Definition 3.9 (ein-/mehrdeutige kontextfreie Grammatik).
* G e CFG(%) heilRtEINDEUTIG: v zU jedemw € L(G) gibt es genau eine Rechtsableitung
S:r> oy :r> :r> W.

18



3.2 Einseitig-lineare Grammatiken

* G heil3stMEHRDEUTIG: ~ G ist nicht eindeutig

Beispiel 3.10.E — E+E |ExE | 5] 6 ist mehrdeutig. Z.B. lasst sichi55x 6 mit den beiden
folgenden Rechtsableitungen darstellen:

(1)E:r>E+E:r>E+E*E:‘:’>5+5*6 /R
A
TS
5 6

(2)E:r>E*E:r>E*6:r>E+E*6:r>E+5*6:r>5+5*6 /K

)

_|_

o1 —T

5
E— (E+E)|(ExE)|5]6isteindeutig. (2) entspricht folgender LinksableituEg:? ExE =
E+E«E :T’>5+5*6.

3.2 Einseitig-lineare Grammatiken
Definition 3.11 (links-/rechts-/einseitig-linear). SeiG = (N, %, P,S) € CFG.
» Dann heil3G LINKS-LINEAR, wenn fir jedest = A— o € P gilt: « = Bwodera =w
fur einB € N und einw € Z*.

* Gilt stattdessex = wB odera = w fUr jedesr, so heil3{G RECHTS LINEAR.
e G heiRtEINSEITIG-LINEAR: ~ G ist rechts-linear ode® ist links-linear

Ziel. {L(G)|G links-linear; = {L(G)|G rechts-lineafy = {L(G)|G einseitig-lineaj = Regl(X)

Satz 3.12. £(X,NFA) = {L C Z*|L = L(G), G rechts-linea¥
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Beweis.(1) ,2" SeiG = (N,Z,P,S) rechts-linear.
Auffassung vorG als2l = (Q, 2, 3,qo,F) € NFA:
Q:=Nu{as},qr neu
Jo:=9S
F:={ar}
o0(A,w) > B, fallsA—wBin G
0(A,w) > qs, fallsA— win G
Offensichtlich:L(G) = L().
(2) ,C" A=(Q,Z,5,00,F) € NFA kann als rechts-lineare Grammatik aufgefasst werden (&hn-
lich wie oben).
Unterschiedg € F — neue Regef] — €. O

Korollar 3.13. Regl(Z) C CFL(Z)

Fir| Z |> 2 ist diese Inklusion echt, wefla"b"|n € N} = L(G) mit G = (S— aShe).
Lemma 3.14. L € RegL~ LR € RegL

Beweis.Zu jedele € DFA(Z) konstruieren wiRIR € NFA(Z) mit L(AR) = L(20)R.

Idee: Ersetz‘ durch@ Q durch (90) (Endzustand) und ergén-

ze diesen NFA durch (@) furalleqe F.

Korollar 3.15. {L C ¥*|L =L(G),G rechts-lineay = {L C Z*|L = L(G), G links-linear}
Beweis.
L rechts-linear erzeugbax L € RegL
~LReRegL
LR rechts-linear erzeugbar
~L = LRRlinks-linear erzeugbar (Regeln spiegeln) O
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3.3 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

3.3 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

Hilfsmittel: Vorgénger von Satzformem, 8 € X*
o = B: a direkter Vorganger vois
a = B: o Vorganger vorf

Definition 3.16 (Vorgdngermenge/-abschluss)SeiG= (N,Z,P,S) € CFG undL C X*. Dann
ist:

(i) die DIREKTE VORGANGERMENGEVON L definiert durch:
Pres(L) ={acX* |3 cL:a=c B}

(i) der VORGANGERABSCHLUSSvon L definiert durch:
Pre.(L):={ac X" 3B cL:a=¢B}

Lemma 3.17. SeiG = (N,Z,P,S) € CFG undL C X*. Dann gilt:

L € Regl(X) ~ Pre;(L) € Regl(X)

Beweis.Sei 2 = (Q, X, 5,00, F) € NFA mit L(2) = L. Konstruiere2l' = (Q,X,8’,qo,F) €
NFA durch:

(i) 6(g,a) € 6'(q,a) furalle(g,a) € Qx e
(i) WennA — a € Pundd’({q},a) > ¢, s08’(g,A) > ¢ hinzufugen.

Erganzed’ um solche Transitionen, solange dies mdglich ist.
Dieser Erweiterungsprozess terminiert, w@ilind X endlich sind. O

Bemerkung 3.18. Die Zeitkomplexitat der Automatenkonstruktion liegt in|@(|®).
Definition 3.19 (produktiv/erreichbar). SeiG € CFG(X) undA € N.

(i) AheiBtPRODUKTIV: ~vIwe ZTF A w

(i) AheiBtERREICHBAR ~ Jat, B € X*: S= oAB
Folgerung 3.20. (i) A produktiv. A € Pre;(Z%),

(i) Aerreichbar Se Pre;(X*AX™)

Definition 3.21 (reduziert). G € CFG(Z) hei3tREDUZIERT.«\»entwedelP = 0 oder jeded\ €
N ist produktiv und erreichbar.

21



3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Lemma 3.22. Jedes5 € CFG(Z) lasst sich in eine aquivalente reduzierte Gramnatik CFG
transformieren.

Beweis. Stelle fir jedesA € N fest, obA produktiv und erreichbar ist (Morgangerabschluss).

 Fall 1: Snicht produktiv:
WahleP := 0.

 Fall 2: Sproduktiv:
Weglassen alleA € N, die nicht produktiv oder nicht erreichbar sind, sowie aller Regeln,
in denen solche A's vorkommen. O

Korollar 3.23. Das 0-Problem von CFG's ist entscheidbar.

3.3.1 Elimination von €-Regeln
Definition 3.24 (e-frei). G € CFG(Z) heiRte-FREL: A — € € P~ A= Sund Sauf keiner
rechten Regelseite.

Lemma 3.25. X = e A X € Pré ({€})

Satz 3.26.JedesG € CFG(Z) lasst sich in eine aquivalentefreie GrammatikG' € CFG(X)
transformieren.

Beweis. Konstruiere mit Vorgangerabschluss Reeg}) die MengeN, := {A € N|JA= ¢} und
damitG’' = (N, Z,P',S) € CFG:

* N':=NU{S} (neues Startsymbol)
e P:={S > SU{S - ¢|SENJU{A— X1... Xk > 1% € (NUZ),Jatg, 01, ..., 0 €
N;ZA—> OCoX]_OC]_...XkOCkEP}

Beachte: Wegeh > 1 entfallene-Regeln unds’ ist e-frei.
Bleibt zu zeigenL(G') = L(G):

Q) w=e:
ecl(G)nS —ecPASeEN.ASSgenecl(G)
(2) w#£e:

() we L(G) ~S=>gwn S=>cgwn we L(G), weil Ableitung inG' mit o = ¢
aufgefillt werden kann.
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3.3 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

(i) we L(G):
Wir zeigen durch Induktion tGber die Ableitungslangelass gilt:

ASgweIt A ASgw

r=LA=gWW#e~A-wWeP~AA-weP AnASgw
r'—>r+1:A:>X1...Xk:r>Gw

Dann existieren AbleitungeX %G W mitw=wy...wundr; <r.
Fallsw; # £: X; =g w; nach Induktionsvoraussetzung.

Fallsw; = €: X; € N

Durch entsprechendes Ldschen entsteht:

A= X X[ S W w=w O

3.3.2 Elimination von Kettenregeln

Definition 3.27 (Kettenregel). Eine Regel der FormA — B heil3t KETTENREGEL

Satz 3.28.JedesG = (N,Z,P,S) € CFG lasst sich in eine dquivalentefreie GrammatikG =
(N,Z,P,S) € CFG ohne Kettenregeln transformieren.

Beweisidee.

O<~—w~—2>

AN
/N

w
EliminiereA — B undB — C. ErganzeC — a umB — o undA — «.

Beweis. TransformiereG in aquivalentee-freie GrammatikG' = (N, Z P, S).

Dann definieren wiG = (N,Z,P,S) durchN:=N',S:=S,A— o € P:~a ¢ N’ und es gibt
B— o € P mit Ac Pre (B).

Die Korrektheit folgt, da wegen derFreiheit vonG' gilt:

AcPre B)AA=A = Ay...= A =B O
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

3.3.3 Die Chomsky-Normalform

Definition 3.29 (Chomsky-Normalform). G = (N,%,P,S) € CFG(Z) ist in CHOMSKY-NOR-
MALFORM (G € CNF):~ Jede Regel voR hat die Form

« A— BCmitB,C € N oder
 A— amitac X oder
e S—¢

Im letzten Fall darfSauf keiner rechten Regelseite auftreten.

Satz 3.30.JedesG = (N,Z,P.S) € CFG lasst sich in eine aquivalente Grammagke CNF
transformieren.

Beweis.O.B.d.A. seiG e-frei und ohne Kettenregeln.
AulRerdem kdnnen wir annehmen, dasskiGr 2:

A—=X1.. X%eP~ X eN

Denn:X; = akann ersetzt werden durch ne@@&s< N unter Hinzufligen vo; — a.
Bleibt die Elimination von Regeln der Form

A—Bjp...Bymitk>3

Ersetzen durch:

A— BCy

Ci — B,Co

Co, — B3C3  mit neuenN-SymbolerCy,...,C¢_»

Ci_2 — Bx_1Bx 0]

3.3.4 Die Greibach-Normalform, Linksrekursion

Definition 3.31 (Greibach-Normalform). G= (N,%,P,S) € CFG(X) ist in GREIBACH-NOR-
MALFORM (G € GNF):~ Jede Regel voR hat die Form

 A—aB;...B,oder
* A— aoder
* S— g undSauf keiner rechten Regelseite

Satz 3.32.Jede<s € CFG lasst sich in aquivalente GrammaBke GNF transformieren.

Beweisidee Elimination linksrekursiveN-Symbole O
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3.4 Abschlusseigenschaften von CFL

Definition 3.33 (linksrekursiv). A€ N LINKSREKURSIV: A A = Aq filr eina € X*

Spezialfall 3.34 (direkte Linksrekursion). SeienA — Ao | Aoz | ... | Ay (alle Regeln der
FormA — Ax) undA— B1 | ... | Bs.
Dann lasst sich dieser Regelsatz aquivalent ersetzen durch:

A—PBiZ|...|BZ| Bl ... | Bs

Z—Z|...|wZ|og|... | o, ZneuesN-Symbol

A A
Grund fiir Korrektheit: /\\ /A

/A\Oﬂl ﬁlf\

A o (Xzf

B o
Bemerkung 3.35. Linksrekursion stort die Syntaxanalyse.

3.4 Abschlusseigenschaften von CFL

Hilfsmittel: Substitutionssatz, Pumping-Lemma

Definition 3.36 (Substitutionsabbildung). Sei Z ein Alphabet und sex, fur jedesa € Z ein
weiteres Alphabet) := (Jzes Za.
Dann heil3tp : P(X*) — P(A*) eine SUBSTITUTIONSABBILDUNG, falls

* o({a}) €25

* o({e}) = {¢}

* o({ag, - a)) = o({aa}) .- p({a})
* ¢(L) =Uner o({W})

Schreibweise 3.37.¢(w) := o({w})

Satz 3.38 (Substitutionssatz) SeiL € CFL(X), ¢(a) € CFL(Za).
Dannistg(L) € CFL(A).

Beweisidee Kombination der Grammatiken filr und ¢(a) mit disjunktenN-Symbolen und
Ersetzen dea € X durchS, (Startsymbol der Grammatik figr(a)).

AVAVAN

g

abacL

wvue ¢(L)
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Korollar 3.39. CFL ist abgeschlossen unter reguléaren Operationen.
Beweis.Seilj, L, € CFL(Z), £’ = {a,b} und¢(a) := L1, ¢(b) := L,. Dann gilt:
* 9({ab}) =L1UL
* ¢(ab) = L1l
*o({a)”) =1
Da{a,b}, {ab} und{a}* in CFL({a,b}) liegen, folgt:L; ULy, L1Lo, L] € CFL(Z). O

Der Abschluss unten und — liegt nicht vor~ Pumping-Lemma.

Lemma 3.40 (Pumping-Lemma). SeilL € CFL(%).
Dann existierk > 1, so dass flr alle Worte< L mit | z|> k gilt: es existiert eine Zerlegung
z=uvwxymit | vwx |< k, vx# € unduvwxy € L fur allei € N.

Beweis.O.B.d.A. seiG= (N,Z,P.S) € CNF mitL(G) = L. Sein:=| N |, k:=2"undz € L mit

5 e

Ein Ableitungsbaunt
‘.z

DaG € CNF, muss irt ein Pfadp maximaler LAnge mindestens- 1 Kanten, alsm+ 2 Knoten
besitzenp besitzt daher mindestenst 1 Knoten, markiert durch-Symbole. Also: 2 Knoten
mit demselberN-Symbol.

Wahle aufp den letzten Knoten, dessen Markes N sich wiederholt. Dann hat sein Teilbaum
héchstens 2= k Blatter.

hat mindestens™Blatter.

o | vwx|<Kk
* VX# € (Binarstruktur: Verzweigung bef)
o uvwxy (,Schnippeln®) O

Lemma 3.41. L = {a@"b"c"|n > 1} ¢ CFL({a,b,c})

Beweis. Angenommenl. sei kontextfrei. Dann existiert ein Pumping-Index N.
w = a¥bKcX besitzt Zerlegungv = uvwxy

\]/\)Zv;xlg k vx kann nicht gleichzeitig eia und einc enthalten
| uwy|< 3k
uwye L
Entwederuwy= aX. .. oderuwy= ...ck.
~~ WiderspruchL € CFL. O

Satz 3.42.CFL ist weder unter Durchschnitt noch unter Komplement abgeschlossen.
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3.5 Entscheidbare Eigenschaften von CFG

Beweis.{ S— Sc| Ac } d{ S—aS|aA }

A— aAb|ab A — bAc| bc

L = {a"b"cP|n,p > 1},L' = {aPb"c"|p,n > 1}

L,L' € CFL,LNL ={a"b"c" |n>1} ¢ CFL

Da CFL unterJ abgeschlossen ist, kann CFL nicht unte(Komplement) abgeschlossen sein,
denn:L1NLy = L1 UL,. O

3.5 Entscheidbare Eigenschaften von CFG

Satz 3.43.Das Wortproblem und das 0-Problem sind fur CFG entscheidbar.

Beweis.w € L(G) ~Se Pré ({w})
L(G) =0~ S¢Pre (z¥) O

Bemerkung 3.44. (i) Das Wortproblem ist in @€) entscheidbar.
(i) Das Aquivalenzproblem ist nicht entscheidbar.

(iii) Die Mehrdeutigkeit ist nicht entscheidbar.

3.6 Kellerautomaten

» KELLERSPEICHER(Stack, Stapel, push down store): wichtige Datenstruktur, ,Bindeglied
zwischen Wortern und Baumen*

« Charakterisierung der CFL durch nicht-deterministische Kellerautomaten, keine Aquiva-
lenz zu deterministischen Kellerautomaten

» Bedeutung deterministischer Kellerautomaten fiir den Compilerbau:

— Syntaxanalyse
— Datenkeller (Auswertung von Rechenausdricken)
— Prozedurkeller (Speichertechnik fur rekursive Prozeduren / Methoden)

Definition 3.45 (Kellerautomat). SeienQ, undrl nicht-leere endliche Mengen voru&TAN-
DEN, EINGABE- und KELLERSYMBOLEN, und seien ferneqg € Q ANFANGSZUSTAND, F C
Q ENDZUSTANDSMENGE Zp € ' KELLERSTARTSYMBOLUNA S : QX 2 X T — P (Q x ™)
TRANSITIONSFUNKTION (Z¢ := 2U{¢}, Ps : endliche Teilmenge
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Dann heiRRl = (Q,Z,I", §,qo, F, Zp) ein KELLERAUTOMAT UBER 2.

Eingabeband

alpblc| |- ‘ ' z| Kellerspeicher

Q endl./ :

Kontrolle
)

Bezeichnung 3.46 (Kellerautomat).2l € PDA(Z)

3.6.1 Semantik

Konfigurationsmeng® x >* x I'* (Kellerspitze links)
Einzelschrittrelatior{q,w, @) - (¢, w, o'):

» >-Schritt: (g,aw, Za

Y (d,w,Ba), falls §(g,a,2) > (o, B)
* g-Schritt: (q,w, Zox) = (

q,w Ba), falls 5(d,,2) > (4, B)

Beachte. e-Schritte lassen das Eingabeband unverandert.

3.6.2 Was ist die von 2l erkannte Sprache?
Drei Moglichkeiten der Erkennung:

(a) mit Endzustand

(b) mit leerem Keller

(c) mit beidem

L(A,F) = {w € Z*|(qo,W, Zo) -* (g, &, ) mitq € F }
L(2, &) :={w e Z*|(do,W, Z0) F* (9, €,€)}

LA, F,e) :={we Z*|(qo,W, Zp) F* (q,€,€) mitqe F}

Im Allgemeinen sind die Sprachen verschieden.

Lemma 3.47. £(5,PDA,F) = £(%,PDA, ¢) = £(5,PDA F,¢) =: £(3,PDA)
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3.6 Kellerautomaten

3.6.3 Nicht-Determinismus

5(aq,a,A) = {(01, 01), (2, 02) }

5(q7 S,A) = {(qéb (Xi), (q/27 (Xé)}

Folgezustande vofg,aW,AB): + (g1, W, a1f3)
- (dy,aw ogB)
(zwei weitere)

Ziel. Kellersprachen = CFL

Satz 3.48.CFL(Z) C £(=,PDA)
Beweis.L =L(G),G=(N,Z,P.S

Konstruktion eineflg € PDA(Z) mit L(2g,€) = L(G).
ldee:

(1) Simulation der Linksableitungen auf Keller
(2) Vergleich der Terminalsymbole des Kellers mit der Eingabe

(1a) Richtigen Ableitungsschritt ,raten“ (nicht-deterministisch)

Ac = (Q,Z,I,6,00,F, Zo) € PDA(Z) mit Q:={q},l :=NUZ,Zp:=S
Vergleichsschritted(q,a,a) := {(q,¢)} furalleac
Ableitungsschritted (g, €,A) :={(q,B8)|A— B € P} furalleAe N

Zum Nachweis vot.(G) = L(%4g) zeigen wir, dass fir alld € N, w € Z*:

A=W (g,WA) H (g€, )

Beachte: fur alley € Z*, a € X*: (q,wvAx) F* (q,v, &)

Beweis von(x):

»" Induktion Gber die Ableitungslange

n=1LA—-wn (q,WA) F (qww)+*(q,¢,¢€)

n—n+1. A= VvoAvi... AV, 2w

Dann muss geltem; Ly Wi, W= VoW1V1...W;Vy mit nj < n, also gilt daftr die Induktionsvoraus-
setzung.

(q,W, A) - (q,W, VOA1V1 - ArVr)
(0, WiV Wi Ve, AgVr . A V)
(VW2 WV VIAL - Ay
=" (q,€,¢€)

»\" Induktion Gber die Langeé der Berechnung
i=1: (WA F (e "A—egw=eA>W
I — i+ 1: (&hnlich wie fur ") O
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Satz 3.49.£(5,PDA) C CFL(3)

Beweis. (siehe Literatur) O

Korollar 3.50. CFL ist unter Schnitt mit regularen Sprachen abgeschlossen.

Beweis.Fir L € CFL(Z) und R € Regl(X) existieren2( € PDA(X) und 2Ar € DFA(Z) mit
L =L(AL,R) undR=L(AR).
Konstruiere?(| ||2r € PDA(Z) durch Parallelkonstruktion.

Also:
Q: = xArundd((qr,02),a,Z) 3 ((0h, %), &) :~6L(d1,8,Z) 3 (07, @) und Sr(02,a) = 05
F .= F|_ X FR O

Ziel. Der Deklarationszwang von Variablen ist keine kontextfreie Eigenschatft.
Lemma 3.51. L = {wwjw € {a,b} "} ¢ CFL

Beweis.Zunachst zeigen wil’ = {a™b"a™b"|m,n > 1} ¢ CFL.

WareL’ € CFL, so ergabe sich mit dem Pumping-Indexbkakbk = uvwxymit | vwx|< k und
VX # €, also auchuwy e L'. Das ist ein Widerspruch, weil die Zahl der vorderen und hinteren
a’s bzw. b’s nicht mehr gleich ist.

L' = LN {a}*{b}*{a} *{b}*

WareL kontextfrei, so auch’. Widerspruch. O

Korollar 3.52. Die MengeP der Pascal-Programme ist nicht kontextfrei.

Beweis.L := {program T(output); var w: integer; begin w := 1 end. |
we {a,b}"}

Also:L C P.

R sei bestimmt durch den regularen Ausdrymogram T(output); var (avb)t :
integer; begin (avb)t:= 1 end.

Danngilt:L=PNR.

h sei eine Substitutionsabbildung rhita) = a, h(b) = b undh(x) = € sonst.

Dann:h(L) = {wwjw € {a,b}*} Z CFL~ L ¢ CFL~ P ¢ CFL. O

3.6.4 Deterministische Kellerautomaten

Definition 3.53 (deterministischer Kellerautomat). 20 = (Q,Z,I", 5,0o, Zo,F) heil3tDETER-
MINISTISCH, in Zeichen®2( € DPDA, wenn gilt:

(i) |0(g,a,2)|<1firalle(g,a,Z) e Qx % xT
(i) | 6(a,e,2)|=1~|8(q,a,Z) |=0firalleac =

Folgerung 3.54. Zu jeder Konfiguratior{g,w, ) gibt es héchstens eine Folgekonfiguration.
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3.7 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

3.6.5 Erkennung durch Endzusténde

L) :=L(A,F)={we Z*|(qo,W,Zo) F* (q,€,x) mitge F undo € I'*}

Es gilt nicht die Aquivalenz zur Erkennung mit leerem Keller bzw. mit leerem Keller und End-
zustanden.

Es qilt:

£(%,DPDA,¢) & £(2,DPDA,F) =: £(Z,DPDA) und £(2,DPDA, ¢,F) & £(2,DPDA,F).

3.6.6 ,Hiobsbotschaft*
Satz 3.55. £(Z,DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweisidee Zu jedem2l € DPDA(Z) ist ein aquivalentel € DPDA(Z) konstruierbar, so dass
gilt:

Fur jedesw € 2* gibt esqe Q und o € [* mit (60,W, Zo) F* (g,€, ) Endkonfiguration mit
welL()~geF.

Damit ist Komplementbildung wie bei DFAs mdglich.

Kern des Beweises:

Elimination von Schleifenkonfiguration, d.tg,w, &) € Q x Z* x '* heil3t SSHLEIFENKONFI-
GURATION, falls fir jedes € N eing; € Q und eing; € I'* existieren, so dasso; |>| o | und
(G, w, o) =" (ai, W, 06).

Diese Eigenschatft ist entscheidbay.Elimation. O

Folgerung 3.56. £(2,DPDA)  £(2,PDA) = CFL

3.7 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Effiziente Losung des Wortproblems flr beliebige CFL

Dynamische Programmierung: 85§-Zeit, O(n?)-Platz

0.B.d.A. seiG = CNF (auf beliebige CFG ubertragbar).

FirG=(N,%,P,S), (A— BC,A— a)undw=a;...a, mit n > 0 definieren wir:

Wij i=a...ajfar1 <i<j<n
und

Nij ;= {AcNJASGw;j}
Es gilt:

we L(G)~Se Niy

BerechneNll, N2o, ..., Npn, dananz, Nos, ..., anl,m danang, Nog, ..., Nn727n usw. biSNln.
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

(i) AeNj~AYA—a P

(i) AeNjmiti <j~3ki<k<]jIA—BCeP:BeNyxundCe Ny

O\,

3.7.1 Komplexitat des Algorithmus
(i) Zeit:

AN

a;

/A\C
e

o fork" c-d
o Jfori: c-d-(n—d)
. Jford“ c-yi-1d-(n—d)

Insgesamt ergibt sich also:

c-(nzld-(n—d)
=]
:c-ﬁ(n-d—dz)
=
—C (n.dzld—dzldz)
n
>
n

o (n ] ey D)

6
nd—

(i) Platz: 062
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3.8 Erweiterte kontextfreie Grammatiken (ECFG)

3.8 Erweiterte kontextfreie Grammatiken (ECFG)

hoherer Beschreibungskomfort durch regulare Ausdriicke als rechte Regelseiten; &quivalente
Erweiterung

Definition 3.57 (erweiterte kontextfreie Grammatik). G = (N,%,P,S) ist eineERWEITERTE
KONTEXTFREIE GRAMMATIK , in Zeichen:G € ECFG, wenn(N,2,0,S) € CFG undP: N —
RegENUZ).

Schreibweise 3.58 A — a, fallsP(A) = a
Semantik. P repréasentiert die Regelmengemit A— & € P:~ & € L(P(A)).

Beachte. P ist im Allgemeinen unendlich.
L(G) :=L((N,Z,P,S))

Satz 3.59.CFL(Z) = £(5,ECFQ)

Beweisskizze, C*: nach Def..A— o1 Vo V oz, fallsA — a1, A — o, A— o3

. 20" Transformation von ECFG nach CFG

Idee: Elimination regulérer Ausdriicke

A—af ersetzen durch A— aA/A— ¢

A— aVp ersetzendurchA— a,A— f O
A— a-B ersetzen durch A— BC mit neuerB,C: B — a,C — 3

3.9 Rekursive endliche Automaten (Syntaxdiagramme)

Syntaxdiagramme entsprechen endlichen Automaten, die sich rekursiv aufrufen kénnen.

Neben@ ist auch@ méglich.

Definition 3.60 (rekursiver endl. Automat). 2l = (Q,Z,5,0p,F) heiBtREKURSIVER ENDLF
CHERAUTOMAT Uberz, falls 6 : Q x (£ UQ) — P(Q) und ist sonst wie ein endlicher Automat
definiert. Bezeichnun@l € RFA(Z).

Semantik. KonfigurationenQ x *

Transitionsrelation:-C (Q x Z*)? definiert durch:
o6(g,a)>p o6(g,e)o>p und o6(g,r)ap,reQ (rw)k*(syv),seF
(g.aw) = (p,w) " (a,w) F (p,w) (g,w) = (p,v)

L(A) :={we Z*|(qo,w) F (p,€), p€ F}

Satz 3.61.£(5,RFA) = £(, PDA)
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3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

Beweis.,C": A= (Q,Z,8,q0,F) € RFA(Y)

Simulation vorl durch?2l’ = (Q,Z,Q, d’,qo,qo) € PDA

Idee: Keller fur ,Rucksprungadressen” (Zustande)

§'(g,a,s) = {(p,s)|p € 6(d,a)} und

&'(d,e,8) ={(p.s)|pe (a,&)}U{(r,ps|pe (a,r)tU{(s €)lge F} furalleq,r,s,pe Qund

aez.

, 2" Fir L € £(=,PDA) existiertG = (N,%,P,S) € CNF mitL = L(G).

Konstruierel = (Q,%,5,0o,F) € RFA durchQ:=Nw{qs},q0:=SF :={qs}.

6:falls A—BC, so08(A,B)>C
A—a, soé(Aa) > s O
S—eg,  s00(Se) Qs
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4 Turingmaschinen und aufzahlbare Sprachen

4.1 Chomsky-Grammatiken

Verallgemeinerung kontextfreier Grammatiken
kontextabh&angige Ersetzung, Wortersetzung

Definition 4.1 (Chomsky-Grammatik). SeienN, 2, X und Swie bei CFG.
Sei ferneP C X*NX™* x X*, P endlich.
Dann heiBG = (N, %, P, S) eine GHOMSKY-GRAMMATIK .

Semantik. 7 = a1 — o € P bestimmt die Ableitungsrelatios>;C X* x X* durch By =,
B2 i~ es existierty, 6 € X* mit B = ya16 und B2 = yoé.

Ableitungsrelation voIG: =g:= U cp =

Gerzeugl (G) = {we Z*[S=g w}.

4.1.1 Klassifikation von Chomsky-Grammatiken und Sprachfamilien

Definition 4.2 (Typ i-Grammatik). SeiG = (N, %, P, S) eine Chomsky-Grammatik und det
{0,1,2,3}. Dann heil3{G vom TYP i oder eine TP i-GRAMMATIK , wennP die Eigenschaft
(i) besitzt mit:

(0) keine Einschrankung

(1) Jedesrt € P hat die FormyAs — yBo mit B # € oderS— «.
FernerS— e,a0 — B € P~ SnichtinP.

(2) Jedesrt € P hat die FormA — a.

(3) Entweder: Jedes € P hat die FormA — BwoderA — w.
Oder: Jedeg < P hat die FormA — wB oderA — w.

Grammatiken vom Typ 0 sind genau die Chomsky-Grammatiken.
Grammatiken vom Typ 1 heil3en augkbDNTEXTSENSITIV.

Grammatiken vom Typ 2 sind genau die kontextfreien Grammatiken.
Grammatiken vom Typ 3 sind genau die einseitig-linearen Grammatiken.
L C Z* heiRtvom TyPi~~3G vom Typi : L(G) = L.

Bezeichnung 4.3.£i(Z) := {L C Z*|L vom Typi}
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4 Turingmaschinen und aufzihlbare Sprachen

4.1.2 Chomsky-Hierarchie

£3(2) ; £2(2) ; £1(2) ; Lo(2), falls| Z|>1

| Z]=1~ £3(2) = £2(2)

Bereits gezeigt:

£3(%) =Regl(Z) G CFL(Z) = £,(3)

auBBerdemgy(%) C £4(2) C £o(Z) (e-freie CFG bzw. nach Definition)

Definition 4.4 (normierte Grammatik). SeiG = (N,Z,P,S) vom Typ 0.G heil3tNORMIERT,
wenn gilt:

* Furjedest=0q4 — ap e Pgibtesy,6 e N* Ac N, 8 € X* mit ag = yYAS undaz = vf36.
Beachte8 = ¢ ist erlaubt im Gegensatz zu Typ 1.
» 2-Symbole nur in Regeln der Fordk— «.

Satz 4.5. Zu jedemG = (N, %, P,S) vom Typ 0 lasst sich eine aquivalente normierte Grammatik
G' = (N',Z,P,S) konstruieren.

Beweis. (1) Terminalsymbol-Bedingung:
ac 2 — Ay neueN-Symbol
adurchA, ersetzen
Aa — ahinzufigen

(2) Simulation vonA;...Ay — B1...Bym(n>1,m> 0) durch Symbolersetzungsregeln: Wahle
neueN-SymboleA':

Al...An—>Aé|_A2...An
AAs... An— ALAAs. .. An

A A A A, AL
A A BA,. AL

Fall1 (n<m):By...By_ 1A, — B1...Bny
Fall 2 (n > m):
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4.1 Chomsky-Grammatiken

4.1.3 Abschlusseigenschaften von — £o()
Satz 4.6. £o(%) ist unter Substitution abgeschlossen, d.h.: ist

)

eine Substitutionsabbildung, so gilt:

L€ £o(2),p(a) € £o(Zy) firalleac = ~ ¢(L) € Lo (U Za)

acx

Beweis.Die Konstruktion von CFG ist nicht anwendbar. Denn: Neue Ableitungen sind nicht
maoglich wegen unzul&ssiger Satzformen.

Idee: Sequentialisierung der Ableitungen mit Kontrollsymbol.

L=L(G) mitG=(N,Z,P,S) vom Typ 0.

o(a) =: La =L(Gy) mit Gg = (Na, Za,Ps, S) vom Typ 0.

0.B.d.A. sindG, G5 normiert undN, N, disjunkt.

Konstruktion vonG mit L (G) = ¢(L):

N:=Nu (L—I_—J Na> w{Asae Z}w{SC}

ac
i:: U Za
acs
P:=RUPUPU (U Pa> U{§—>CSC—>£}
acz

Py entstehe auB durch Ersetzen voadurchAy (a € %).
P :={CAL—CSlac}
P, :={Cy — aClac X} O

Korollar 4.7. £o(Z) ist unter regularen Operationen abgeschlossen:
L,L' € £0(Z) ~ LUL,LL',L* € £o(%)
Satz 4.8. £o(%) ist unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis.Lj = L(Gj) undG; = (Ni,Z,R,S) furi=1,2.

O.B.d.A. seiN; NNy = 0.

Konstruktion vonG = (N, Z,P,S):

N:=N; W N {Ag]a e =} w{SCy,Co}

P=PURUQ

Q.= {S—> C1SCSCq,Coa — ACy, bAy — Agb,Ci1Aqa — aCy,CiCCp — 8’8, be Z} ]

37



4 Turingmaschinen und aufzihlbare Sprachen

Bemerkung 4.9. Da £o(Z) = £(%, TM) (siehe unten), is€p(Z) nicht unter Komplement abge-
schlossen.

4.1.4 Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen

Definition 4.10 (Grammatik von wachsender Lange).G = (N,Z,P,S) € CFG(Z) hei3tvoN
WACHSENDERLANGE: A fur jede Regelr — B € Pqilt: | a |<| B |, es seidenn, dag&— e € P
undSauf keiner rechten Regelseite.

Korollar 4.11. Eine Typ 1-Grammatik ist von wachsender Lange.

Satz 4.12.Zu jeder Grammatik von wachsender Lange lasst sich eine aquivalente Typ 1-Gram-
matik konstruieren.

Beweis.Normierung ohne Fall 2 im Beweis. O

Definition 4.13 (Platzbedarf). Sei G = (N,%,P,S) eine Typ 0-Grammatiky = (S=- op =
oq ... = ap) eine Ableitung vorG undw € L(G). Dann heif3t:

* pl;(8) :=max{| & | | 0<i<n}DERPLATZBEDARF VON 6.

* plg(w) :=min{pl () | 6 = (S=... = W)} DER PLATZBEDARF VON WBZGL. G.
Folgerung 4.14. (1) pl(w) > w|
(2) Gvon wachsender Lange,# & ~ pl (W) =| w |

Satz 4.15 (Platzbedarfssatz)Sei G vom Typ O undp € N, so dass fir alleve L(G) \ {e}:
plg(w) < p-[w].

DannistL(G) € £;.

Beweis.Seip =1, also furw € L(G) \ {}: pl
ldee:

.
2
I
2

A

\
/

W
1) a—pePmit|lal=|B|+i([i>0~a—$p

2 a—BecPmit|a|<|B|~$a—BcPfirallej=0,1,....[8|— |«
Fir p > 1: Induktion. IdeeN’ D NP. 0O
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4.2 Turingmaschinen, linear beschrinkte Automaten

4.1.5 Abschlusseigenschaften von  £1() mit Hilfe des Platzbedarfssatzes

Satz 4.16. £4(%) ist untere-freier Substitutione ¢ ¢(a)) abgeschlossen.

Beweis.Platzbedarf der Ausgangssprache gt 1 ~ Platzbedarf bei Substitutionsgrammatik:
|w|+1<2 | w|wegen zusatzlichem Kontrollsymb®ol O

Korollar 4.17. £4(Z) ist unter reguléaren Operationen abgeschlossen.

Korollar 4.18. £1(Z) ist unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis.L1,Ly € £4(%) sind mit linearem Platzbedarp(= 1) erzeugbar. Dig)-Konstruktion
far Typ 0-Grammatiken hat dann einen Platzbedarf vgne +3 <5- | w|. O

Korollar 4.19. £5(2) & £4(2)

Ein lange ungelostes Problem: Abschluss ¥arunter Komplement (1987).

4.2 Turingmaschinen, linear beschrankte Automaten

Ziel. £o(X) = £(Z,TM)
£1(Z) = £(Z,LBA)

Definition 4.20 ((nicht-deterministisch) erkennende Turingmaschine).
A=(Q,%,I,go,0,F, ) € TM, wennQ Zustandsmeng&, Eingabealphabel, Arbeitsalphabet
mit > C T, go € Q Anfangszustand; € I' \ Z Blank,F C Q Endzustandsmenge uad Q xI' —
P(QxT x{L,N,R}) Transitionsfunktion.

2 heil3t NICHT-DETERMINISTISCH) ERKENNENDE TURINGMASCHINE.

Schreibweise 4.21 Falls§(g,a) > (¢,b,L), so schreibt magadbL (Quintupel).

Semantik. KonfigurationsmengeQ x ' x ' x ' =: Conf(A)
Anfangskonfiguration vow € %*:

(0o, €,,W) ,w=aw

(0o,€,0,€) ,W=¢€

Beispiel fiir Folgekonfiguration(qgo,a) > (qy, b, L)
Endkonfiguration{(q, a, X, 8), fallsqg e F

Die von® erkannte Sprache:

W:

L(Ql) :{WG Z*|KW|_>,< (qvavxﬁﬁ)7q€ F}

Satz 4.22.£(,TM) = £o(5)
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4 Turingmaschinen und aufzihlbare Sprachen

Linear beschréankte TM: TM mit Platzbedarf npit| w |
LBA: TM mit Platzbedarf mit| w |

Satz 4.23.£4(3) = £(3,LBA)

Definition 4.24 (deterministische Turingmaschine).2l € TM(X) ist DETERMINISTISCH
MNO:QxIN—=QxTI x{L,NR}

Satz 4.25.Zu jedem2 € TM(Z) existiert ein aquivalented’ € det. TM(Z) : L(A) = L(A').

4.3 Aufzéhlbare und entscheidbare Sprachen

Intuitiv: L C 2* aufzéhlbar, wenn es ein effektives (algorithmisches) Verfahren gibt, welches
genau die Elemente vdnerzeugt. (rekursiv aufzahlbar)

Préazisierung durch Turingmaschine mit Ausgabe:

A=(Q,%,T,qo,F,0,8) € DTM(Z)

6:QxTI--»QxTI x{L,N,R}

Schreibweise 4.26 (fur Konfigurationsmenge) Statt(q, o, X, ) einfachagXp.

2A berechneffy : * --» Z* mit fy(w) =Vv: gowo H* aqvop ¥
K ¥ heil3t: x hat keine Folgekonfigurationen.

4.3.1 Aufzahlbare Sprachen

Definition 4.27 (aufzéhlbar). L C 2* heiBtAUFZAHLBAR, wenn2l € DTM(X) existiert mit
Def(fy) = Z* und Bild( fy) = L oder wenrL = 0.

Satz 4.28.FurL C Z* gilt:
L aufzéhlbar L € £(Z,TM)

BeweisskizzeSei zunéchst # 0.

, A € DTM(Z) mit fy total undL = Bild (fy).

Konstruktion vorRl’ € DTM(Z) mit L(21') = L.

Idee: Eingabev € 3* speichernl. aufzahlbar und jedes aufgezahlte Wort mitergleichen; bei
Ubereinstimmung Endzustand.

» A€ DTM(Z) mit L(A) = L.

Konstruktion vorl” € DTM mit Bild (fy») = L und Def fg) = Z*.

ldee:

(1) 2 so modifizieren, dass Eingabe bei Erkennung ausgegeben wird.
Dann: Def fy:) = Bild(fgy) =L
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4.3 Aufzihlbare und entscheidbare Sprachen

(2) Damit2(’ bei jeder Eingabe ein Wort alisausgibt, folgender Trick:
Teil der Eingabe als Z&hler zur Beschrankung der RechenBrgéay, ..., a } mitr > 2.
Eingabe hat immer die Fora "ajw bzw.a;" miti # 1 undn e N.

20" simuliert danrRl’ mit Eingabe vorw bzw. £ und hochstena Schritten. Eine Ausgabe
von 2!’ ist auch Ausgabe vo#l”.

Wurde nachn Schritten keine Ausgabe berechnet, so wird irgendeilL als Ausgabe
berechnet:

2" mit Langenbeschrankung und Eingabe wa;, ay, ... bis zur ersten Ausgabe laufen
lassen.

Es folgt: fy~ total mit Bl|d( fg{) =L.

FurL = 0 gilt nach DefinitionL aufzéahlbar.
0 ist auch TM-erkennbaryaaNa ({01} € F), gobbNg O

Satz 4.29.£4(%) S P(2*)

Beweis.Die Menge der Typ 0-Grammatiken tlietasst sich nach ihrer Grof3e abzahlen. Also:
£o abzahlbar, d.h. gleichméachtig 2u O

P(X*) ist jedoch Uberabzahlbar.

4.3.2 Diagonalverfahren nach Cantor

|Z]=1,2*=N,LCZ*+—chaf :N—{0,1},ne L~ chaf(n)=1
AngenommenP(N) ware abzahlbar. Dann gébe £sN? — {0, 1}.
01 2 3 4 ..

0
0

0|0
11
210

1 ...
0o ...

P OoOPR
=)

DefiniereLgia € N durch char (j) = 1— f(j, j). Dann kanrLgj, nicht in der Abzahlung vor-
kommen.

4.3.3 Entscheidbare Sprachen

Intuitiv: L C Z* entscheidbar, wenn es ein effektives Verfahren gibt, welches fiur jedex*
feststellt, obw € L oder obw ¢ L gilt.
Prazisierung durch TM mit Ausgabe.

41



4 Turingmaschinen und aufzihlbare Sprachen

Definition 4.30 (entscheidbar).
L C >* heiRtENTSCHEIDBAR ~ 321 € DTM(Z) mit Def(fy) = Z* undL = fy ()

Satz 4.31.FurL C Z* gilt:
L entscheidbar L undZ*\ L aufzahlbar.

Beweis.,~": L entscheidbarl ¢ DTM(Z) mit fy total undL = fy ()

Konstruierel’ mit L(2(") = L und?l” mit L(21”) = Z*\ L durch passende Wahl der erkennenden
Endzustande.

.. ReilRverschlussverfahren zweier Aufzahlungsmaschinen OJ
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5 Unentscheidbare Probleme

Bekannt:
» Entscheidbar (ATFS):
— Wortproblem fir Typ 1-/2-/3-Grammatikenw,c L(G)?")
» Unentscheidbar (BuK):
— Halteproblem fur TM (,H&alt( auf Eingaben?)
— Postsches Korrespondenzproblem (PCP)
Ziel. Unentscheidbarkeit

» des Schnittproblems fur (D)PDA
« des Aquivalenzproblems fiir CFG

Satz 5.1 (Schnittproblem fur CFG). Es ist nicht entscheidbar, ob @&, G, € CFG qilt:
L(Gl) N L(Gg) =0

Beweis (durch Reduktion des PCP auf das Schnittproblem).

Seienv = (v1,...,Vp),W=(W1,...,Wp) € (Z*)".

Wir konstruierernGy, Gy € CFG, so dass PGRw) losbar~L(G;) NL(Gp) = 0.
Seidazi2 :=>U{ay,...,an} und

n
Gv = ({S},%,R,S,) mitden Produktione®, := | J{S, — aSvi | avi}
i=1

(Gw analog).
Es folgt:
Lv:=L(Gy) ={ai,...&Vi...Vi,]i >1,1<j<n}
(Lw analog)
Und somit:
LyNLw#0 ~ esexk> 1 iy,...,ike {1,...,n}
mit aj, ... &, Vi, ...V, = aj, ... & Wi, ... Wi,
~ esexk>1 ij,...,ike{l,...,n}
mit Vi, ... Vi, = Wi, ... Wj;
~ PCRv,w) losbar
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5 Unentscheidbare Probleme

Die Entscheidbarkeit des Schnittproblems wiirde aber die Entscheidbarkeit des PCP implizie-
ren. O

Korollar 5.2. Das Schnittproblem fir DPDA ist nicht entscheidbar.

Beweis.L, undL,, sind offensichtlich deterministisch kontextfrei. O
Satz 5.3 (Aquivalenzproblem fuir CFG). Es ist nicht entscheibar, ob f@&, G, € CFG gilt:

L(G1) =L(Gp)

Beweis (durch Reduktion des Schnittproblems fir DPDA auf das Aquivalenzproblem fur CFG).
(1) ZuA € DPDA(Z) lasst sichRl € DPDA(Z) mit L(2() = L() konstruieren.

(2) Zu einem € PDA(Z) lasst sichGg konstruieren mit.(Gg) = L(21).

(3) ZuG1,Gy € CFGEZ) lasst sichGy, € CFG(X) konstruieren mit.(Gy) = L(G1) UL(Gp).
Damit folgt furA,,2A> € DPDA:

L(A1) NL(™A2) =0 ~ L(Aa)

(2U2)
2 L(21) CL(Az)

A L) UL () =L ()
&y LGn) UL(Cyy) = L(G)

cL
CL

o L(Gu) = L(Gg,)

Die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems wiirde somit die Entscheidbarkeit des Schnittpro-
blems implizieren. O
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